Résumeés des chapitres
et objets d’évaluation

CHAPITRE 1
RELATIONS ET FONCTIONS

Elément de compétence

Utiliser la notion de fonction et le vocabulaire associé dans la résolution de problémes divers.

FONCTIONS POLYNOMIALES

Relation

Une relation est un ensemble de couples (c; d) tels que
c est un élément d’un ensemble A, appelé ensemble de
départ et d est un élément d’un ensemble B, appelé
ensemble d’arrivée.

Couple

Ensemble Ensemble
de départ de départ
(¢; d)
Préimagej \Image
du couple du couple

Le premier élément du couple est appel€ la préimage et
le deuxieme élément du couple est I’image du couple.
L’ensemble des éléments qui sont préimage dans au
moins un couple est le domaine de la relation. L’en-
semble des éléments qui sont image dans au moins un
couple est le codomaine de la relation.

Relation
Ensemble
de depart

nsemble
d’arrivée

{1; 2; 4}
Domaine
de la relation

{2;4; 8}

Codomaine
de la relation

La relation formée de tous les couples réciproques
d’une relation donnée est appelée relation réciproque
de cette derniere.

Fonction

Une fonction est une relation pour laquelle chaque élé-
ment du domaine est la préimage d’un seul couple de
la relation. C’est un ensemble de couples formés par les
valeurs de deux variables, une variable indépendante et
une variable dépendante. Dans un graphique, la fonction
est caractérisée par le fait qu’en élevant une perpendi-
culaire en n’importe quelle valeur du domaine, cette
perpendiculaire coupe le graphique en un seul point.

Caractéristique graphique
Fonction
Y

Relation

Régle de correspondance

Dans une relation ou une fonction, le lien entre les va-
riables peut étre donné par un tableau de valeurs, par
un graphique ou par une régle de correspondance. La
regle de correspondance permet, lorsqu’on substitue
une valeur particuliére a la variable indépendante, de
calculer I’'image correspondante. En isolant la variable
dépendante dans une regle de correspondance, on peut
déterminer si celle-ci représente une relation ou une
fonction.
Caractéristique de la correspondance

)
E By =1 xy— 4y — 2
E > y 2x—1
2| y=t+Vvl-x y \32_4
Verdict
Relation Fonction
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En prenant les couples réciproques d’une fonction ou
d’une relation, on en obtient la relation réciproque. Une
fonction est dite inversible si sa relation réciproque est
également une fonction. Le graphique d’une relation
réciproque ou d’une fonction inverse est symétrique a
celui de la relation ou de la fonction par rapport a la
droite y = x. On peut donc détecter graphiquement les
fonctions inversibles.

Caractéristique graphique
Y Y

7
X g X
y
7
/
7
7 x
p
7
7
4

7 7

Pour détecter une fonction inversible a partir de la régle
de correspondance, on isole la variable x. Si a chaque
valeur de y on ne peut associer qu’une seule valeur pour
x, la fonction est inversible.

On compare parfois une fonction a un mécanisme. Ony
introduit une valeur de la variable indépendante et il en
ressort I’image de la valeur introduite. Les valeurs pour
lesquelles le mécanisme n’est pas défini sont rejetées.

AY
uonouo gy

PIPIA

uoney

X Fonction, un mécanisme

Rejets
hors
domaine

Fonction polynomiale

Une fonction est dite polynomiale, lorsque la correspon-
dance entre les variables est décrite par un polynéme.
Symboliquement, c’est une fonction de la forme :
f=ax"+a,_x"'+a X"+ . +ax+ax+a,
ou n est un entier positif appelé le degré du polynéme,
a, a, |, ... a,, a, sont des constantes réelles appelées
coefficients, a, est la constante et x est la variable in-
dépendante.

FONCTION POLYNOMIALE

Variable Degré
indépendante du polynome

f®=ax+a, x""'+.+a,x" +ax+a,

=
oefficients

Constante
Fonction :
constante J(x)=a,
affine fx)=ax+a,
quadratique  f(x)=a,x* +a,x+a,
cubique f(xX)=ax’ +a,x* +a,x+a,

Une fonction polynomiale de degré O est appelée fonc-
tion constante, celle de degré 1 est une fonction affine,
celle de degré 2 est une fonction quadratique et celle
de degré 3 est une fonction cubique.

Domaine d’une fonction

Le domaine d’une fonction est I’ensemble des valeurs
de sa variable indépendante pour lesquelles la fonction
est définie. Les opérations de larégle de correspondance
sont définies pour toutes les valeurs du domaine.

* Le domaine d’une fonction polynomiale est
I’ensemble des nombres réels.

* Lorsque la variable indépendante d’une fonc-
tion est présente dans un dénominateur, les
valeurs qui annulent le dénominateur ne font
pas partie du domaine de la fonction.

* Lorsque la variable indépendante d’une fonc-
tion est présente sous un radical d’ordre pair,
les valeurs pour lesquelles I’expression sous
le radical est négative ne font pas partie du
domaine de la fonction.

Zéros et ordonnée a l’origine

Les correspondances pour lesquelles 1'une des deux
variables est nulle sont particulierement intéressantes.
Les valeurs dont I’image est nulle sont appelés les zéros
de la fonction. Graphiquement, les zéros sont les abs-
cisses des points d’intersection avec 1’axe horizontal.
L’image de 0 est appelée I’ordonnée a [’origine, c’est
I’ordonnée du point d’intersection du graphique et de
I’axe vertical.

Modélisation

La modélisation est la démarche visant a décrire le lien
entre les variables d’un phénomene par une reégle de cor-
respondance que I’on appelle modéle mathématique.

Le domaine de validité du modele est I’intervalle pour
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lequel le modele est valide compte tenu de la situation
qu’il décrit.

FONCTIONS ALGEBRIQUES DIVERSES

Une fonction rationnelle est une fonction dont la régle de
correspondance comporte un quotient de polyndmes.
Une fonction est dite irrationnelle si la variable indé-
pendante est sous un radical dans la régle de corres-
pondance.

Une fonction définie par parties est une fonction qui
comporte plusieurs reégles de correspondance, chacune
n’étant valide que sur un intervalle particulier ou pour
une valeur particulicre.

Opérations sur les fonctions

Les opérations sur les fonctions permettent de consi-
dérer une fonction complexe comme une combinaison
de fonctions plus simples. Il suffit alors de déterminer
les procédures sur les fonctions simples et sur les
opérations pour pouvoir déterminer leur effet sur une
fonction complexe.
Considérons, par exemple, les deux fonctions

g(x) = (x +2)? et h(x) = (x* - 3).
On peut définir la somme de ces deux fonctions, ce
qui donne :

[0 = 8(x) + h(x) = (x +2)° + (x* = 3)
et, en développant :

£1(0) =gx) + h(x) =x> + x> + 4x + 1.
On peut définir la différence. On obtient alors :

L) = g(x) = h(x) = (x +2)* - (x* - 3)

= X +x2+4x+7.
On peut également en définir le produit :
[0 = (x +2)%(x* = 3)
ou le quotient :
x’-3
(x+2)*
L’opération sur les fonctions qui est la moins familiére

au lecteur mais qui est trés importante pour la suite de
cette étude est la composition de fonctions.

22
Fu0=F2 )=
x =3

Composition de fonctions
u(x)= \/;
u

sont introduites, ce sont

Seules des valeurs positives
les images par la fonction u.

gu)=2x+1

g(u(x))= 24x +1

L’effet est une dilatation Y
accompagnée d’une
translation selon
la verticale.

EVALUATION DU CHAPITRE 1

L’élément de compétence visé par ce chapitre est :

Utiliser la notion de fonction et le vocabulaire as-
socié dans la résolution de problémes divers.

Les criteres de performance démontrant I’acquisition
de cet élément de compétence sont :

o Utilisation correcte du vocabulaire et du sym-
bolisme des relations et des fonctions.

o Détermination correcte du domaine, des zéros
et de ’ordonnée a I’origine d’une fonction
algébrique.

o Représentation graphique correcte de fonctions
algébriques simples.

o Description symbolique correcte d’une situa-
tion a I’aide d’un modéle mathématique.

Composantes susceptibles d’étre évaluées.

e Appliquer une procédure de résolution d’équation du
premier ou du second degré pour déterminer les zéros
d’une fonction.

e Déterminer le domaine de fonctions algébriques et de
fonctions définie par parties.

e Calculer la pente d’une droite et déterminer son équa-
tion.

* Représenter graphiquement des fonctions polynomia-
les de degré plus petit ou égal a 2 en déterminant les
points remarquables (z€ros et ordonnée a 1’origine).

e Déterminer la définition d’une fonction composée.

* A partir d’une description verbale, construire un modéle
mathématique pour décrire le lien entre les variables
d’un probléme.
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CHAPITRE 2
TAUX DE VARIATION

Elément de compétence

Analyser des phénomenes divers a ’aide du taux de variation des variables en cause.

TAUX DE VARIATION MOYEN

Le taux de variation moyen est une mesure de la variation

conjointe de deux variables dans un intervalle.

Le taux de variation moyen de y par rapport a x sur un

intervalle [c; d] est noté :
Ay
Ax

[c;d]

Le taux de variation moyen sur un intervalle est le rapport
de la variation de y sur la variation de x.
Ayl _ fld)=f(c)

On a donc E ¢

[c:d]

Taux de variation moyen,
pente de la sécante

(d; f(d))

Ay =fld) - flc)

/ | ST ¢

Ax=d-c
Graphiquement, le taux de variation moyen est la pente
du segment de droite passant par les points (c; f{c)) et

(d; fid)).

Il est parfois plus simple de représenter les points d'in-
tersection de la sécante et de la courbe par (c; f(c)) et
(c+Ax; flc+Ax). Dans cette notation, le taux de variation
moyen est :
Ay
Ax

_ fle+AD-f(e)
Ax ’

[c;e+Ax]

Taux de variation moyen,
pente de la sécante
\y
(ct+Ax; flctAx))

(e:/1€) eaelGr

/ |Tx

On peut avoir a estimer ce rapport a partir d’une repré-
sentation graphique ou a le calculer a partir de données
observées ou a partir de la régle de correspondance
décrivant le lien entre les variables.

Dans les applications, le taux de variation moyen
s’exprime toujours a ’aide d’unités de mesure qui
aident a interpréter correctement les résultats selon le
contexte.

Ny
¥ g0 100 155 7

Lo g 60
L’accélération moyenne, la [Hlges Lt

km/h

vitesse moyenne et le débit
moyen sont des exemples de
taux de variation moyen.

TAUX DE VARIATION PONCTUEL

Pour obtenir une information plus précise sur la variation
conjointe de deux variables, on a recours au taux de
variation ponctuel. Ce taux est la mesure de la variation
réelle de deux variables 1’une par rapport a I’autre pour
une valeur ¢ de la variable indépendante.



Le taux de variation ponctuel d’une variabdenepasrapalcul différenti

port a une variable x, pour une valeur ¢ de la variable
indépendante, est not¢ :

dy

dx

c
Graphiquement, le taux de variation ponctuel est la
pente de la tangente au point d’abscisse c, soit le point
(c; f0)).
Taux de variation ponctuel,

pente de la tangente
y

(c; o)),

Il est impossible de calculer directement le taux de
variation ponctuel car pour calculer la pente d’un seg-
ment de droite, il faut en connaitre deux points et on
ne connait que le point de tangence.

Il est obtenu en prenant la limite des pentes des sécantes
sur un intervalle de largeur Ax au voisinage de ¢, lorsque
Ax tend vers 0. On a donc :

dy| _ o JerAD - )

dx|. Ax—0 Ax

Pente de la tangente, joss 5

valeur limite des pentes des sécantes.
Y (ctAx; fle+Ax))

Les valeurs calculées pour les pentes des sécantes en
considérant une suite d’intervalles emboités a gauche
et a droite de c tendent vers une valeur limite qui est la
pente de la tangente a la courbe, c’est-a-dire le taux de
variation ponctuel au point d’abscisse c.

On peut avoir a estimer ce taux a partir d’une représenta-
tion graphique ou a partir de la régle de correspondance
décrivant le lien entre les variables en calculant le taux
de variation moyen sur des intervalles emboités.

La puissance consommée dans un circuit en fonction
d’une résistance variable est un taux de variation ponc-
tuel. Le taux de variation de la charge que peut supporter
une poutre en fonction de son épaisseur est un taux de
variation ponctuel.

TAUX DE VARIATION INSTANTANE

Lorsque la variable indépendante est le temps, le taux
de variation ponctuel est appelé taux de variation ins-
tantané. La vitesse, ’accélération, le débit, la puissance,
le courant et la vitesse d’une réaction chimique sont des
taux de variation instantanés.

EVALUATION DU CHAPITRE 2

L’élément de compétence visé€ par ce chapitre est :

Analyser des phénoménes divers a ’aide du taux
de variation des variables en cause.

Les criteres de performance démontrant ’acquisition
de cet élément de compétence sont :

o Détermination correcte du taux de variation
moyen, a partir d’un ensemble de valeurs,
d’une représentation graphique ou de la régle
de correspondance entre les variables.

o Estimation correcte du taux de variation ponc-
tuel a partir d’une représentation graphique
ou de la regle de correspondance entre les
variables.

Composantes susceptibles d’étre évaluées.

e Estimer le taux de variation moyen sur un intervalle
a partir d’une représentation graphique.

e Calculer le taux de variation moyen sur un intervalle
a partir d’un tableau de valeurs.

e Calculer le taux de variation moyen sur un intervalle a
partir de la régle de correspondance d’une fonction.

e Estimer graphiquement un taux de variation ponc-
tuel.

e Estimer un taux de variation ponctuel par approxima-
tions successives sur des intervalles emboités.

* Utilisation correcte des unités de mesure dans le calcul
et 'interprétation d’un taux de variation.
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CHAPITRE 3
LIMITES ET TAUX PONCTUEL

Elément de compétence

Utiliser le calcul algébrique des limites pour déterminer un taux de variation ponctuel.

EVALUATION DES LIMITES
Approche numérique

Gréce au langage des limites, on peut décrire symboli-
quement le comportement d’une fonction au voisinage
d’une valeur particuliére.

Notre premicre approche d’évaluation d’une limite fut
une approche numérique. Nos calculs nous ont permis
d’associer des comportements graphiques selon le type
d’indétermination que 1’on rencontrait dans I’évaluation
d’une limite.

Limite de la forme 0/0 A x=c

flo) n’eiiste pas
La limite a gauche de ¢ est égale a la
limite a droite de c. La discontinuité
est non-essentielle.

Limite de la forme k/0 a x=c¢

y

% C
flc) n’existe pas
La limite est 1’infini
ou moins I’infini.

La fonction a une

asymptote verticale a x = c.

Limite et valeur absolue

2 G
fle) n’existe pas Z

La limite a gauche de ¢ est un nombre
réel, mais cette limite est différente de
limite a droite de c.

Propriétés des limites

Notre deuxi¢me approche a consisté a déterminer les
propriétés des limites pour les appliquer dans I’évalua-
tion d’une limite en lien avec certains cas particuliers.

PROPRIETES DES LIMITES
Si L, M, c et k sont des nombres réels et que :
lim f(x)=L et lim g(x)=M,
X—C

X—C
alors on a les propriétés suivantes :
o lim [ f(x)+ g(x)]=lim f(x)+lim g(x)=L+ M,
x—c¢ x—c¢ x—c¢

o lim[ f(x)— g(x)]=lim f(x)— lim g(x)=L—-M,
o lim[kf(x)]=klim f(x)=kL,

+ [ fgeo]=(lim o) 1im go)| = Ly,

. 1im[f(x)}:(’1£fw):£ siM#0
=] (imge) M

r/s
- lim [ @] = [hgl f(x)} S

En utilisant ces propriétés pour évaluer des limites, on a
constaté rapidement que dans la plupart des cas, on peut
évaluer la limite en calculant I’image par la fonction.

FONCTION CONTINUE

Lorsqu’une fonction est continue en x = ¢, la limite de
la fonction lorsque x tend vers ¢ est I’'image f(c). On
peut donc évaluer directement la limite en calculant
I’image de ¢ par la fonction.

Notre premier réflexe pour évaluer la limite lorsque x
tend vers c est de substituer dans I’expression algébri-
que. Sion est en mesure d’effectuer les opérations, on
effectue les calculs et la limite est trouvée.

En substituant ¢ a x, on peut obtenir une forme indéter-
minée, soit la forme 0/0 ou la forme /0.
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FONCTIONS DISCONTINUE

FORME 0/0

Lorsque le numérateur et le dénominateur s’annulent
pour une méme valeur ¢ de la variable indépendante, la
fonction n’a pas d’image pour cette valeur, cependant la
limite a gauche est égale a la limite a droite. On dit que
la fonction présente une discontinuité non-essentielle.
Graphiquement, on dit que la fonction a une discontinuité
par trou. Dans le cas des fonctions algébriques, on peut
évaluer la limite en appliquant ’'une des procédures
suivantes :

e Dans le cas d’un quotient de polyndémes, on
décompose en facteurs et on simplifie pour
obtenir une nouvelle expression qui a la méme
limite lorsque x tend vers c. On évalue alors par
substitution. (Voir factorisation par division de
polynémes dans le rappel de notions d’algebre).

(x=Dx*+x+1)
x—1

o0 -1 )
lim = lim
x—1 X — 1 x—1

=lim(x*> +x+1)= 3.
x—1
Pour pouvoir évaluer cette limite, on a déterminé
une fonction continue g(x) = x> + x + 1 ayant le

méme comportement et la méme limite que :

=1

ho=""5

et on a évalué la limite en calculant g(c), ’image
de ¢ par la fonction g.

Limite de la forme 0/0 a x=c¢

I '1 X

Ho=5=L  gW=xtxtl

est discontinue a 1 et est continue a 1 et on
on ne peut évaluer la peut évaluer la limite
limite directement. en calculant g(1).

e Dans le cas d’un quotient de fonctions qui compor-
te un radical au numérateur ou au dénominateur,
on multiplie le numérateur et le dénominateur par
le conjugué du numérateur ou du dénominateur
pour pouvoir simplifier et obtenir une nouvelle

expression qui a la méme limite lorsque x tend
vers c¢. On évalue alors par substitution. (Voir
rationalisation dans le rappel de notions d’alge-
bre).

2x-3-1 . 2x=3-D2x=3+1)

i
2 X—= =2 (x=2)W2x-3+1)
i x-3-1)
=2 (x—2)W2x-3+1)
QQx—4)

=l
2 (x=2)(2x -3 +1)

2
=lim— =1
=2 (2x—3+1)

e Lorsque le numérateur est une différence de
quotients, on met au méme dénominateur pour
pouvoir factoriser et simplifier. On évalue la limite
par substitution dans 1’expression obtenue.

1.1 3-x
lim 23 = Jim 3% = [jm ——*
=3 x—3 x3x—-3 153 3x(x— 3)
=1im_—1:_—1.
x—>33x 9
FORME k/0

Lorsque le numérateur est seul a s’annuler pour une
valeur ¢ de la variable indépendante, les valeurs de la
variable dépendante tendent vers I’infini ou vers moins
I’infini lorsque x tend vers c¢. La fonction a une dis-
continuité essentielle qui est une discontinuité infinie.
Graphiquement, cette discontinuité se traduit par une
asymptote verticale a x = c.

On doit alors déterminer la comportement de la fonction
a gauche et a droite de c. Pour ce faire, on a recours aux
regles de ’algebre de I’infini :

Lorsque x s'approche de c, si ’expression s’approche
de :

0_+’ la limite est — oo si k < 0.
k {la limite est —oo si k > 0.

O_a

k {la limite est % si k > 0.

la limite est o si k < 0.
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LIMITES ET TAUX DE VARIATION PONCTUEL
Le taux de variation ponctuel d une fonction en un point
d’abscisse c¢ est défini par :
Dl _ B2 = Jim LEFADZS©)
dx Ax—0 Ax Ax

Ax—0

c [e;e+Ax]

En voulant évaluer une telle limite, on obtient toujours
une indétermination de la forme 0/0. Ainsi, pour dé-
terminer la pente de la tangente (ou taux de variation
ponctuel) a la courbe de fix) = x* au point d’abscisse
2, on doit évaluer :

dy
dxlpp. )

fO)-f2) . x*-8

= lim —————==1lim
x—2 x—2 =2 x—=2

Dans le cas des fonctions algébriques, il est possible de
lever I’indétermination pour pouvoir évaluer la limite
en effectuant les manipulations algébriques requises par

la forme de 1’expression.

EQUATION DE LA TANGENTE

Puisque le taux ponctuel est représenté graphique-
ment par la pente de la tangente a la courbe au point
considéré, on peut utiliser cette information pour
trouver 1’équation de cette tangente ainsi que celle
de la normale.

L’équation d’une droite dont on connait un point
(x5 y,) et la pente a est donnée par :
y=alx-x)+y,
Dans le cas de la tangente a une courbe le point connu
est le point de tangence (c; f(c)) et la pente est :
d . x)— f(c
ar =B~ i L=
X ¢ X—cC X—C
La normale a la courbe passe également par le point de
tangence (c; f(c)) et sa pente est donnée par :
-1
aray =—louay=—.
ar

EVALUATION DU CHAPITRE 3

L’élément de compétence visé par ce chapitre est :

Utiliser le calcul algébrique des limites pour déter-
miner un taux de variation ponctuel.

Les criteres de performance démontrant 1’acquisi-
tion de cet élément de compétence sont :

o Evaluation exacte de la limite d’une expression
algébrique lorsque sa variable indépendante
s’approche d’une valeur particuliére.

o Identification exacte des types de discontinuités
d’une fonction et de leurs caractéristiques.

O Analyse globale exacte de la continuité d’une
fonction.

o Evaluation et interprétation correcte du taux
de variation ponctuel selon un contexte d’ap-
plication.

Composantes susceptibles d’étre évaluées :

* Connaftre la définition de limite d’une fonction en un
point.

e Saisir intuitivement la notion de limite et étre capable
de traduire le comportement graphique d’une fonction
a I’aide du langage symbolique des limites et récipro-
quement traduire graphiquement un comportement
décrit a I’aide des limites.

« Evaluer intuitivement une limite en calculant une suite
d’images appropriées.

* Evaluer intuitivement une limite en analysant le com-
portement graphique d’une fonction au voisinage d’un
point donné.

* Evaluer une limite 4 1’aide des propriétés.

« Evaluer une limite de la forme 0/0, /0 ou Ik/0.

* Evaluer une limite d’une fonction définie par par-
ties.

e Calculer un taux de variation ponctuel a I’aide des
limites.

e Décrire les types de discontinuités a I’aide des limi-
tes.

e Calculer un taux de variation ponctuel dans un contexte
d’application.

e Interpréter un taux de variation ponctuel selon un
contexte d’application.
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CHAPITRE 4
DERIVEE : FONCTIONS ALGEBRIQUES

Elément de compétence

Utiliser I’opérateur de dérivation et ses propriétés dans la résolution de problémes nécessitant le recours

a la dérivée de fonctions algébriques.

FONCTION DERIVEE

On peut généraliser la démarche visant a évaluer le
taux de variation ponctuel en un point d’abscisse ¢
en considérant plut6t un point variable d’abscisse x.
Plut6t qu'une valeur numérique, on obtient alors une
fonction de x qui est appelée fonction derivée de f et
est notée f'.

* Ladérivée f' d’une fonction fest la fonction qui décrit
le comportement du taux de variation ponctuel de
la fonction f au point d’abscisse x. Elle est définie
par I’une ou I’autre des expressions suivantes :

S +Ax) - f(x)

f'(x)= lim
Ax—0 Ax
f‘(.X) = lim f(-x+ h)_ f(-x) )
h—0 h

e Pour calculer le taux de variation d’une fonction f
en un point d’abscisse ¢ quelconque, on détermine
d’abord sa fonction dérivée f', puis on calcule f'(c).

* Le taux de variation étant représenté graphiquement
par la tangente a la courbe, on peut déterminer I’équa-
tion de la tangente en un point (c; f(c)) puisque 1’on
peut calculer sa pente, f'(c).

* Lorsque la dérivée est positive dans un intervalle, la
fonction est croissante dans cet intervalle. Lorsque
la dérivée est négative dans un intervalle, la fonction
est décroissante dans cet intervalle. Les frontieres
des intervalles de croissance et de décroissance d’une
fonction polynomiale sont les zéros de la fonction
dérivée.

* Lorsque la fonction dérivée est croissante dans un
intervalle, le graphique de la fonction est concave
vers le haut dans cet intervalle.

DERIVEE DE FONCTIONS ALGEBRIQUES

Les fonctions algébriques sont celles dont la régle de
correspondance ne comporte que des opérations algé-
briques : addition, soustraction, multiplication division
et extraction de racines carrées.

DERIVEE D’UNE FONCTION PUISSANCE

Si f(x) = x", ou n est un nombre rationnel, alors :
f'(x) = nx™1,
En notation de I’opérateur de dérivation, on
écrit :
d n n—1
— ") =nx"".
dx( )

Formes de fonctions

La regle de correspondance de plusieurs fonctions
algébrique comporte des sommes, des différences,
des produits, des quotients. En déterminant I’effet de
I’opérateur de dérivation sur les formes de fonctions;
somme, différence, produit et quotient, on peut établir
des procédures permettant de dériver plusieurs fonc-
tions algébriques. Dans le chapitre, on a établi la liste
suivante.

DERIVATION DES FORMES
Si u(x) et v(x) sont des fonctions dérivables et
k une constante :
* Produit d’une fonction par une constante & :

d d
kv)'=ky' —(kv)=k— (v).
(kv) voou dx( v) dx )
e  Somme (ou différence) de fonctions :

[ 1 i _i i
(w+v)'=u'+v' ou dx(u+v)—dx(u)+dx(v).

ey ou ()= Ly L
(u v) =u'-v' ou dx(u v)—dx(u) dx(v).
*  Produit de fonctions :
(wv)'=u'v+uv' ou i(uv)=vi(u)+ui(v).
dx dx dx

*  Quotient de fonctions :
, d d
(E) - d (")_vdx(u)_udx(v)

ou —| —
y 2 dx\ v 2
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Grace a I'opérateur de dérivation et a ses propriétés,
on peut donc déterminer la dérivée et par conséquent,
le taux de variation en n’importe quel point sans avoir
chaque fois a évaluer une limite.

Pour déterminer le taux de variation ponctuel de la fonc-
tion f(x) = x> —2x —1 au point d’abscisse 3, nous avons
d’abord constaté que ce taux était un limite, soit :

d _
B i S@-1G)
dx x=3
L’évaluation de cette limite donne :
2
& _ SO-FO) | (F-2x-D)-2
dx x=3 x=3
(P =2x=D-2 . x*-2x-3
=1lim =1lim
x—3 x—3 -3 x=3

i SO =4,

x—3

3 x—3

=1lim
x—3

3 x—3

x—3 x—3

Nous avons alors exprimé le taux de variation sous une
forme équivalente, soit :

& _ . G- FG)
dX3 h—0 h

En évaluant cette limite, on obtient :
d —
dy| _ o JGE)=f3)
dxlz -0 h
(3+h)*=2(3+h)—1-2
m
x—3
. 9+6h+h*—6-2h=3 . 4h+h’
=lim =1lim
h—0 h =0 h

PEHD) _lim(a+hy=a.
h—0

=1
h—0

=lim
h—0

L’étape suivante de notre développement a été de faire
la méme démarche en considérant un point d’abscisse
x. Cela donne :

& _ S

dx|, hn—0 h

C (x+h)?=2(x+h)—-1-(x*=2x-1)
=lim

h—0 x—3

X2+ 2hx+ R =2x—2h—1-x2+2x+1
=1lim

h—0 h

. 2hx=2h+h*> | h(Q2x=2+h)
=lim =lim

h—0 h h—0 h

=limQ2x—-2+h)=2x-2.
h—0

La limite obtenue est une expression en x que 1’on note
f'(x) = 2x — 2 et que 'on appelle fonction dérivée.
L’image de I’abscisse d un point par cette fonction donne
le taux de variation ponctuel (ou la pente de la tangente
en ce point), dans le cas présent, on obtient :
f'3)=2x3-2=4.

En appliquant cette derniére procédure aux formes de
fonctions plutét qu’a une fonction particuliére, on a
démontré I’effet de I’opérateur de dérivation sur une
forme de fonction. Ainsi, la fonction fx) = x> —2x —1 est
considérée comme une somme de fonction puissance et
en appliquant I’opérateur de dérivation, on obtient :

f‘(x):i(xz—zx—l)zzx—z.
dx

La difficulté premiere était de définir la notion de taux
de variation puisqu’on obtient toujours une forme 0/0.
11 a fallu de plus établir des fondements solides a notre
procédure avec la notion de continuité. Une fois ces
obstacles franchis, il a été possible de développer des
procédures efficaces.

EVALUATION DU CHAPITRE 4

L’élément de compétence visé par ce chapitre est :
Dériver des fonctions algébriques.

Les criteres de performance démontrant ’acquisition
de cet élément de compétence sont :

o Détermination correcte d’une fonction dérivée
en utilisant la définition.

o Détermination correcte d’une fonction dérivée
en utilisant les propriétés de I’opérateur de
dérivation.

o Détermination correcte des zéros de la dérivée
d’une fonction algébrique simple.

Composantes susceptibles d’étre évaluées :
e A I’aide de la définition, déterminer la dérivée d’une
fonction de 1’une des formes suivantes :

Fo) = axs b, f(x) = L ou f) = Vax
X+ d

C.

e Déterminer la dérivée de fonctions a 1’aide des pro-
priétés de ’opérateur de dérivation.

e Calculer un taux de variation, ponctuel ou instantané,
a I’aide de la fonction dérivée.

e Déterminer les zéros d’une fonction dérivée.

e A I’aide de la fonction dérivée, calculer et interpréter
un taux de variation ponctuel dans un contexte d’ap-
plication.
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CHAPITRE 5
APPLICATIONS DE LA DERIVEE

Elément de compétence

Résoudre des problemes faisant appel a la dérivée de fonctions algébriques.

Lorsqu’une fonction décrit une situation, on peut inter-
préter sa dérivée selon ce contexte. Dans les applications,
on rencontre les situations suivantes :

¢ Sila fonction décrit un volume total de vente, son taux
de variation décrit le volume de vente par période,
(unité par jours par semaine ou par mois).

e Si la fonction décrit le volume de vente par période,
son taux de variation décrit I’accélération des ventes
(unités par jour par jour, ...).

* Si la fonction décrit la position (m) en fonction du
temps (s) d’un mobile par rapport a un point fixe, sa
dérivée (en m/s) décrit la vitesse du mobile en fonc-
tion du temps et la dérivée seconde (en m/s?) décrit
I’accélération du mobile en fonction du temps. Si
la vitesse est positive, 1’objet s’éloigne du point de
référence. Si elle est négative, 1’objet s’approche du
point de référence. Si I’accélération est positive, la
vitesse est croissante et si I’accélération est négative,
la vitesse est décroissante.

e Si la fonction décrit le volume de liquide dans un
réservoir (en L ou en m?) en fonction du temps (s ou
min), sa dérivée (en L/s, ou en L/min, ou en m?%/s, ou
en m3/s) décrit le débit en fonction du temps.

Si le débit est positif, le volume de liquide augmente et
si le débit est négatif, le volume de liquide diminue.

DERIVEE NULLE
Les points ou la dérivée est nulle sont ceux dont la tan-
gente est horizontale. Ce sont les points ou s effectuent
les changements de signe de la dérivée. Un tel point
peut étre un maximum, un minimum de la fonction,
mais pas toujours.

Dérivée nulle

f@=0]/®
;
/7? /
f'@=0

EQUATION DE LA TANGENTE
La tangente est une droite et pour trouver son équation
on a besoin de deux informations, sa pente et un point

de la droite. L’abscisse ¢ du point étant connue, on peut
en calculer I’ordonnée, f(c). Pour en connaitre la pente,
on détermine d’abord la fonction dérivée f '(x) et on
calcule I’'image de ’abscisse par la fonction dérivée,
soit f'(c). Cette image est la pente de la tangente dont
I’équation est alors :

y=fle) +f'(0) (x-o).

MODELE D’APPROXIMATION AFFINE

Le taux de variation étant représenté graphiquement par
la tangente a la courbe, on peut déterminer I’équation de
la tangente en un point (c; f{c)) puisqu’on peut calculer
sa pente. Cette équation sert de modele d’approximation
affine de la fonction au voisinage du point (c; f(c)).

Modg¢le d’approximation linéaire

Le modele d’approximation linéaire

L(x) = fle) /() x - ¢)

est I’équation de la tangente a la courbe.

Le point (c; f(c)) est le centre d’approximation.

DIFFERENTIELLE
De plus, on peut calculer une approximation de la va-
riation, la différentielle, a partir du méme modele. Le
calcul de I’incertitude est une application importante
de la différentielle.

Différentielle

La différentielle est dy = f"(c)(x — ¢).
C’est une valeur approchée de la variation Ay.
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Lorsque la fonction dérivée est croissante dans un in-
tervalle, le graphique de la fonction est concave vers le
haut dans cet intervalle et 1’approximation par la diffé-
rentielle est plus petite que la variation réelle. Lorsque
la fonction dérivée est décroissante dans un intervalle,
le graphique de la fonction est concave vers le bas dans
cet intervalle et I’approximation par la différentielle est
plus grande que la variation réelle.

ANALYSE MARGINALE

L’analyse marginale désigne 1’étude d’un probléme de

gestion a ’aide du taux de variation ou de la dérivée

des fonctions en cause.

* Coit marginal, le cott pour la production d’une unité
supplémentaire.

e Profit marginal, le profit pour la production et la vente
d’une unité supplémentaire.

e Revenu marginal, le revenu pour la vente d’une unité
supplémentaire.

En fait la valeur marginale est la différentielle en un
point d’abscisse x pour dx = 1. Mais, puisque :
dy = f'(x) dx,
en posant dx = 1, on obtient :
dy =f'(x).
Pour une valeur ¢ de la variable indépendante, on es-
time alors :

dyl,. = f'(o).

GRAPHIQUE DE LA FONCTION DERIVEE

A partir du graphique d’une fonction, on peut repérer
les points remarquables de la fonction dérivée. Ainsi,
I’abscisse des points ou la tangente est horizontale, sont
les zéros de la fonction dérivée. Lorsque la fonction
est croissante sur un intervalle, sa dérivée est positive
partout dans cet intervalle. Lorsque la fonction est
décroissante sur un intervalle, sa dérivée est négative
partout dans cet intervalle. De plus, Lorsque la fonction
dérivée est croissante dans un intervalle, le graphique de
la fonction est concave vers le haut dans cet intervalle
et lorsque la fonction dérivée est décroissante dans un
intervalle, le graphique de la fonction est concave vers
le bas dans cet intervalle.

Dérivée nulle

J)

f'(x;)=0
/. M .\

/

N4

_zéros de f'(x)

EVALUATION DU CHAPITRE 5

L’élément de compétence visé par ce chapitre est :

Résoudre des problémes faisant appel a la dérivée
de fonctions algébriques.

Les criteres de performance démontrant ’acquisition
de cet élément de compétence sont :

o Détermination correcte de la dérivée d’une
fonction algébrique.

o Utilisation conforme aux regles de la dérivée
d’une fonction algébrique pour résoudre des
problémes faisant appel au taux de variation
ponctuel.

o Utilisation appropriée de la dérivée pour esti-
mer une valeur par approximation linéaire ou
pour calculer une différentielle.

O Analyse juste de I’évolution d’un phénomeéne en
ayant recours aux dérivées premiére et seconde
du modele le décrivant.

Composantes susceptibles d’étre évaluées :

e Calculer un taux de variation, ponctuel ou instantané,
a I’aide de la fonction dérivée.

* A I’aide de la fonction dérivée, déterminer la pente
et I’équation de la tangente, ou de la normale, a une
courbe en un point d’abscisse c.

e Calculer une approximation linéaire d’une fonction
dérivable au voisinage d’un point d’abscisse c.

e Déterminer les zéros d’une fonction dérivée.

* A I’aide de la fonction dérivée, calculer et interpréter
un taux de variation ponctuel dans un contexte d’ap-
plication.

* Connaitre la différentielle d’une fonction et son in-
terprétation graphique.

e Utiliser la différentielle pour estimer 1’erreur absolue
et I’erreur relative produite dans un calcul.

e Faire I’analyse du déplacement d’un mobile, a partir
de la fonction décrivant sa position au temps .



Annexe 3 — Calcul différentiel, applications en sciences humaines, A. Ross 13

CHAPITRE 6
DERIVEE : EXPONENTIELLE ET LOGARITHMIQUE

Elément de compétence

Résoudre des problémes faisant appel a la dérivée de la fonction exponentielle et de la fonction logarith-

mique de base e.

FONCTIONS EXPONENTIELLE

ET LOGARITHMIQUE DE BASE e
En modélisant certains phénomeénes de croissance ou
de décroissance, on obtient des correspondances dans
lesquelles la variable indépendante est a I’exposant. On
dit que ce sont des fonctions exponentielles. En gestion,
on rencontre ce type de fonctions, par exemple, lors-
qu’on veut modéliser la croissance d’un capital ou la
dépréciation d’un équipement. Un modele exponentiel
est une fonction de la forme :

fx) = ab”,

ou b est la base de I’exponentielle et a, I’ordonnée a
’origine.
Dans I’étude d’un modele exponentiel, on doit parfois
déterminer la valeur de la variable indépendante. On
doit donc résoudre une équation dont I’inconnue est en
exposant qu’on appelle équation exponentielle.

EQUATIONS EXPONENTIELLES

Pour résoudre une équation exponentielle, il faut avoir
recours aux logarithmes. Le logarithme d’un nombre
dans une base donnée est I’exposant qu’il faut donner
a la base pour obtenir ce nombre. Les propriétés des
logarithmes qu’on utilise pour transformer une expres-
sion et résoudre une équation sont :

log, MN =log, M +log,n, log, N” =plog,N,

log, N
log, N=8b"

( M
log,| — |=log, M —log, n,
N
Les bases de calcul courantes sont 10 et ¢, mais en calcul
différentiel et intégral, on utilise surtout la base e.
Tout nombre positif peut s’exprimer en bas e de la
facon suivante :

a= eln a
On peut donc considérer d’abord les fonction de base
e.

FONCTIONS DE BASE e
Une fonction exponentielle de base e est une fonction
de la forme :

Jix) = e*ou flx) = e,
La premicre est une fonction croissante et la seconde
est décroissante.

Fonction exponentielle

FONCTION LOGARITHMIQUE
La fonction inverse d’une exponentielle est une loga-
rithmique.

Fonction logarithmique

{ flx) fx)
(1;0) ¥ N@EE
X
f(x)=Inx f(x)=—Inx

DERIVEE DES FONCTIONS DE BASE e

Pour déterminer la dérivée d’une fonction algébrique,
on pouvait effectuer des manipulations algébriques
pour lever I’indétermination de la forme 0/0 que 1’on
rencontre inévitablement en cherchant une fonction
dérivée a partir de la définition. Dans le cas des
fonctions transcendantes, il nous faut inévitablement
appliquer cette définition car on ne connait pas I’effet
de I’opérateur de dérivation sur ces fonctions.
Limites particuliéres

Il nous a fallu procéder autrement pour lever les indé-
terminations. On a déterminé certains limites particu-
lieres :

—1  tauxdevariation ponctuel def(x) = e
T au point (0; 1).

Exponentielle de base e

x)
La pente
de la tangente
au point (0; 1)
est égale a 1.

©; 1)
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=1, que I'on a obtenue par approxi-
mations successives, la démons-
tration dépassant le niveau du
cours.

1 V4
lim ln(l +—)
Z—>too yé

En utilisant ces limites, on a €t€ en mesure de détermi-
ner la dérivée de I’exponentielle et de la logarithmique
de base e.

DERIVEES, FONCTIONS DE BASE e
Exponentielle de base e

d x\_ x
E (e ) =e
Logarithmique de base e
4 (Inx)= 1
dx x

APPLICATIONS

Dans plusieurs situations, le modele mathématique
décrivant le phénomene est une fonction dont la regle
de correspondance comporte une composante transcen-
dante. Comme par exemple :

C(¢) = 10£%¢™" ou P(t) = 400te™.

On rencontre avec ces fonctions, les mémes applications
qu’avec les fonctions algébriques.

Calcul du taux de variation, ponctuel ou instan-
tané;

Calcul d’une approximation linéaire;

Calcul d’une différentielle;

Détection des intervalles de croissance et de dé-
croissance.

EVALUATION DU CHAPITRE 6

L’élément de compétence visé€ par ce chapitre est :

Résoudre des problémes faisant appel a la dérivée
de la fonction exponentielle et de la fonction loga-
rithmique de base e.

Les critéres de performance démontrant I’acquisition

de cet élément de compétence sont :

o Utilisation correcte des propriétés des exposants
et des logarithmes dans la résolution d’équa-
tions.

o Application juste des régles de dérivation a des
expressions comportant des fonctions exponen-
tielles ou logarithmiques.

o Utilisation correcte de la dérivée d’une fonction
exponentielle ou logarithmique dans le calcul
d’un taux de variation ponctuel.

O Approximation linéaire correcte d’une fonction
exponentielle ou logarithmique au voisinage
d’un point.

o Utilisation correcte de la différentielle en un
point d’une fonction exponentielle ou logarith-
mique dans le calcul d’erreur.

Composantes susceptibles d’étre évaluées :

Déterminer la dérivée d’une fonction dont la regle
de correspondance comporte une composante expo-
nentielle ou logarithmique a I’aide des propriétés de
I’opérateur de dérivation.

A l'aide de la dérivée d’une fonction dont la régle
de correspondance comporte une composante ex-
ponentielle ou logarithmique, déterminer la pente
et I’équation de la tangente, ou de la normale, a une
courbe en un point d’abscisse c.

Calculer, au voisinage d’un point d’abscisse ¢, une
approximation linéaire d’une fonction dont la régle
de correspondance comporte une composante expo-
nentielle ou logarithmique.

Calculer, au voisinage d’un point d’abscisse c, la
différentielle d’une fonction dont la régle de corres-
pondance comporte une composante exponentielle
ou logarithmique.

Déterminer les intervalles de croissance et de décrois-
sance d’une fonction dont la régle de correspondance
comporte une composante exponentielle ou logarith-
mique.

Résoudre un probléeme d’application dont le mod¢le
mathématique est une fonction dont la régle de cor-
respondance comporte une composante exponentielle
ou logarithmique.
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CHAPITRE 7
DERIVEE : FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Elément de compétence

Résoudre des problémes nécessitant le recours aux fonctions trigonométriques et a leur dérivée.

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Les fonctions trigonométriques sont des généralisations
des rapports de c6tés dans un triangle rectangle, qu’on
appelle rapports trigonométriques.

Rapports trigonométriques

cosezﬁ, sinO:é,
h h
h
b tanezé, cotezg,
a b
a sec@zﬁ, cscezﬁ.
a b

On généralise la notion de rapport trigonométrique en
construisant un systeme d’axes dont I’origine est a I’'un
des sommets du triangle rectangle. Les coordonnées du
sommet de ’autre angle aigu sont alors les longueurs
des cotés de 1’angle droit et on définit les fonctions en
se servant des coordonnées du point d’intersection avec
le cercle de rayon unitaire.

Fonctions trigonométriques

“4\ (3 b) cosezz, s1n6:12,
b tanO=—, cotf=—,

= a b
1 1

secO=—, cscO=—.

a b

EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

Une équation trigonométrique est une équation qui
comporte une ou des fonctions trigonométriques. Pour
résoudre, on doit utiliser les identités trigonométriques
et transformer I’équation pour qu’elle ne contienne
qu’une seule forme de fonction.

MODELE SINUSOIDAL
En gestion, comme en sciences, on rencontre des phéno-
menes cycliques. Pour modéliser des tels phénomenes,
on a recours au modeéle sinusoidal qui est une fonction
de la forme :

g(®) = Asin(wt + ¢) + C,
ou A est I’amplitude, C le paramétre de déplacement
vertical, f=w/2m est la fréquence, T = 1/f est la période
et Gest 'angle de phase initial.

Le modele sinusoidal est une fonction composée et pour
la dériver, il faut avoir recours a la dérivée du sinus et
a la dérivation en chaine.

DERIVEE DES FONCTIONS

Pour voir comment dériver les fonctions trigonomé-
triques, il a fallu établir quelques limites particulieres.
Ce sont :

Limites particuliéres

i sin h ! taux de variation ponctuel de
hf}) no f(x) = sin x au point (0; 0).
Fonction sinus
X
(05 0) /1
\_/ x
La pente de la tangente
au point (0; 0) est égale a 1.
. cos h—1 taux de variation ponctuel de
lim ———— =0, .
h—0 h flx) = cos x au point (0; 1).
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Fonction cosinus

(x)

0;1T
B

La pente de la tangente
au point (0; 1) est égale a 0.

\x

Grice a ces deux limites particuliéres, on peut déter-
miner la dérivée de la fonction sinus et de la fonction
cosinus.

Pour déterminer la dérivée des autres fonctions trigo-
nométriques, il suffit d’appliquer la régle du quotient
de I’opérateur de dérivation, puisque les quatre autres
fonctions peuvent s’exprimer en termes de sinus et de
cosinus par les identités trigonométriques.

DERIVEE DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

i(sinx):cosx i(cosx):—sinx

dx dx
i(tanx) =sec’ x i(cotx) =—csc’x
dx dx

d d
—(secx):secxtanx —(cscx):—cscxcotx
dx dx

Les regles d’utilisation de I’opérateur de dérivation,
incluant la dérivation en chaine, sont toujours valides
avec les fonctions trigonométriques.

Dans les problémes d’optimisation et de taux de va-
riation liés, la description du probléme fait appel au
triangle rectangle.

EVALUATION DU CHAPITRE 7

L’élément de compétence vis€ par ce chapitre est :

Résoudre des problémes nécessitant le recours aux
fonctions trigonométriques et a leur dérivée.

Les critéres de performance démontrant I’acquisition

de cet élément de compétence sont :

o Résolution exacte d’équations trigonométriques
en utilisant les valeurs des angles remarqua-
bles.

o Utilisation correcte des identités trigonométri-
ques.

o Application juste des régles de dérivation a des
expressions comportant des fonctions trigono-
métriques.

o Utilisation correcte de la dérivée des fonctions
trigonométriques dans le calcul d’un taux de
variation ponctuel.

Composantes susceptibles d’étre évaluées :

e Résoudre une équation trigonométrique en ayant re-
cours au cercle trigonométrique ou a la calculatrice.

e Décrire larelation entre une longueur et un angle dans
un triangle rectangle.

e Décrire un phénomene périodique a1’aide d’un modele

sinusoidal.

Démontrer I’effet de I’opérateur de dérivation sur une

fonction trigonométrique.

Dériver des fonctions comportant des composantes

trigonométriques.

Résoudre des problémes d’optimisation nécessitant le

recours a la dérivée de fonctions trigonométriques.

Résoudre des problemes de taux de variation liés

nécessitant le recours a la dérivée de fonctions trigo-

nométriques.
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CHAPITRE 8
FONCTIONS COMPOSEES

Elément de compétence

Résoudre des problemes faisant appel a la dérivée d’une fonction composée.

DERIVATION DE FONCTIONS COMPOSEES

Les fonctions que 1’on doit utiliser pour modéliser des
situations ne sont pas toujours des modeles simples
comme f{x) = sin x ou f{x) = ¢*. On rencontre plus souvent
des fonctions comme £(t) = sin (2¢ — 3) ou f{x) = ¢**. Ces
fonctions sont dites composées. Lillustration suivante
rappelle la démarche permettant de déterminer une
procédure pour dériver une fonction composée.

Fonction composée

Ax X
Lorsque Ax tend vers zéro, Au et Ay
tendent vers O et :

&y _dy du
dx du dx

La procédure de dérivation d’une fonction composée
consiste donc a scinder la fonction, a dériver chacune
des parties, puis a recomposer en appliquant la procé-
dure :

dy_dy du
dx du  dx’

Dérivation de fonctions composées

y= flg(x))
TR

=f'(w)xg'(x)
=f'(g(x))x g'(x)

DERIVATION EN CHAINE

La dérivation en chaine est une procédure pour dériver
les fonctions composées sans avoir a traiter séparément
chacune des composantes. Elle consiste a appliquer
I’opérateur de dérivation sur les formes de fonctions,
en partant de la forme la plus extérieure et en enchai-
nant avec la forme intérieure suivante. En procédant
ainsi, de proche en proche, on obtient la dérivée de la

fonction composée.

C’esten appliquant la procédure de dérivation des fonc-
tions composées que 1’on a obtenu I’effet de I’ opérateur
de dérivation sur chacune des formes de fonctions.
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d .
OPERATEUR DE DERIVATION ;(6 )
ET FORMES DE FONCTIONS
' _ﬂ_i((zf 3)3)
v'ix)= e
d, , uoy du . nel | dx dx
—(u )=nu = (w") =nu"""u
dx dx )
dx
i(e”)ze"ﬂ (") =e"u' s o d
d 1 du N dx
—(lnu)=—— (Inu)'=—u
dx u dx u i(”,,)
d , . du . ' ' du
—(sinu) = cosu— (sinu)' =u'cosu . d
dx dx _ 23 —((2x2 _ 3)3)
i(cosu)——sinuﬂ (cosu)'=—u'sinu d
dx dx a1
dx
i(tanu)zsec2 L (tanu)'=u'sec’ u s d
dx dx = X327 - 3) (247 - 3)
d du dx
—(secu):secutanu— (secu)'=u'secutanu d
dx x - w)
— (cotu)=—csc’ 2L (cotu)'=—u'csc’ u d ’
dx dx = Y % 3247 - 3)? d—((2x2 -3))
X
i(cscu)=—cscucotuﬂ (cscu)'=—u'cscucotu du
dx dx e
2y =
=Y % 32x%* = 3)* x 4x
Ainsi, pour dériver la fonction définie par : = 12x(2x* = 3)* ¥
v(x)= e, Dans la pratique, on ne reproduit pas les parties colo-

on applique directement I’opérateur de dérivation a par- €€, ell.es représentent le raisonnement que I’on tient
tir de I’extérieur jusqu’a la fonction la plus intérieure. ©D appliquant la procédure.
Cela donne :

EVALUATION DU CHAPITRE 8

L’élément de compétence visé€ par ce chapitre est : Composantes susceptibles d’étre évaluées.

* Appliquer la procédure de dérivation des fonctions
composées.

* Appliquer la procédure de dérivation en chaine.

e Calculer la dérivée de fonctions explicites ou impli-
cites, algébriques ou transcendantes en utilisant les
formules de dérivation appropriées.

e Calculer la dérivée de fonctions implicites, algébri-
ques ou transcendantes en utilisant les formules de
dérivation appropriées.

e Décrire le lien entre les variables d’une situation
d’application de taux li€s.

* Résoudre des problemes de taux de variation liés en
appliquant la démarche présentée dans le cours.

Résoudre des problémes faisant appel a la dérivée
d’une fonction composée.

Les criteres de performance démontrant ’acquisition
de cet élément de compétence sont :
o Application correcte de la procédure de déri-
vation en chaine.
O Analyse correcte de situations modélisées par
une fonction composée.
o Détermination correcte d’un modele d’approxi-
mation linéaire une fonction composée.
o Résolution correcte de problémes mettant en
cause des taux de variations liés.
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CHAPITRE 9
DERIVEES ET ESQUISSES GRAPHIQUES

Elément de compétence

Faire I’analyse compléte d’une fonction et construire sa représentation graphique.

VALEURS CRITIQUES

Les valeurs critiques d’une fonction sont les valeurs
pour lesquelles il peut y avoir un changement important
dans le comportement d’une fonction, changement qui
se reflete dans le graphique de celle-ci.

VALEURS CRITIQUES, DERIVEE PREMIERE
C’est une valeur a telle que f'(a) = 0 ou f'(a)
n’existe pas.

Si f'(a) = 0, 1a tangente est horizontale a x = a. Le
point (a; f(a)) est alors appel€ point critique.
Si f'(a), n’existe pas, la fonction peut avoir une
asymptote verticale, un point anguleux ou de re-
broussement a x = a.

Valeurs critiques, dérivée premiére

Y
F®)=0 |
af i\ ic

Tangente horizontale en a et en b,
asymptote verticale en c.

VALEURS CRITIQUES, DERIVEE SECONDE
C’est une valeur a telle que f"(a) = 0 ou f "(a)
n’existe pas.

Sif "(a) =0, la fonction f peut avoir un maximum,
un minimum ou un point d’inflexion a x = a. Le
point (a; f(a)) est appelé point critique.

Si f "(a), n’existe pas, la dérivée premiére a une
asymptote verticale a x = a. La fonction peut avoir
une asymptote verticale, un point anguleux ou un

point de rebroussement.
Valeurs critiques, dérivée seconde

AGE] & =0

Point de rebroussement Point d’inflexion

flil@=0

Point d’inflexion

(@) .

[ ;|b5l \d e x
TAOE / @

Asymptote verticale Point anguleux

Maximum relatif

Point anguleux

1
|
1
1
1
:
a X

| X
/ ['(@)=0, NOENIOENACE]

Dérivée premiere Dérivée premiere

f'x)>0six<a f'x)>0six<a
f'x)<0six>a f'x)<0six>a
Dérivée seconde Dérivée seconde

f'(a)=0, f"x)>0six<a
f"(a)<0. f"(x)>0six>a

Minimum relatif

Point anguleux

|« X
['(@)=0, f@ 3. /@& @
Dérivée premicre Dérivée premicre
flx)<0six<a f'x)<0six<a
f'x)>0six>a f'x)>0six>a
Dérivée seconde Dérivée seconde
f'(a)=0, f"x)<0six<a
f"(a)>0. f"x)<0six>a

Point d’inflexion

)/
fle) 3,13

f"x)>0six<c f"x)<0six<c
f"(x)<0six>c f"(x)>0six>c

La fonction f'a un point d’inflexion a x = c sif"(c) =0

et que la dérivée seconde a un changement de signe a x = c.

19
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Point de rebroussement

JICENACE M

| a X [ @ X
f'x)>0six<c f'x)<0six<c
f'x)<0six>c f'x)>0six>c

La fonction f'a un point de rebroussement a x = ¢
si en ce point la tangente est verticale et que le signe

de la dérivée premiere est différent a gauche
et a droite de x = a.

La dérivée premicere et la dérivée seconde d’une fonction
peuvent avoir un changement de signe de part et d’autre
de leurs valeurs critiques.

ASYMPTOTES

Une asymptote verticale d une fonction f{xx) est une droite
de la forme x = a, vers laquelle tend la courbe lorsque
la variable indépendante s’approche de la valeur a.
Les asymptotes verticales d’une fonction rationnelle
sont obtenues en déterminant les valeurs de sa variable
indépendante pour lesquelles le dénominateur s’annule
alors que le numérateur est non nul.

Asymptote verticale

f@B.f'@3 /@) 3
y

a: X a:

lim £ (x)= oo

lim f(x) = o0

lim £ (x)= o0
)lcgngff (x) =0
Une asymptote horizontale est une droite de la forme
y = b vers laquelle tend la courbe lorsque la variable

indépendante tend vers I’infini. La limite a I’infini de la
fonction, si elle existe, est une asymptote horizontale.

Asymptote horizontale

!
Jim =

lim. /(x) = o0

im0
lim, /)=

EVALUATION DU CHAPITRE 9

L’élément de compétence visé€ par ce chapitre est :

Faire I’analyse compléte d’une fonction et construi-
re sa représentation graphique.

Les critéres de performance démontrant I’acquisition
de cet élément de compétence sont :

o Détermination correcte des valeurs critiques
d’une fonction.

O Analyse correcte du comportement d’une fonc-
tion a partir du signe de ses dérivées premiére
et seconde.

o Détermination correcte des comportements
asymptotiques d’une fonction.

o Construction correcte du tableau synthese des
données obtenues dans I’analyse d’une fonc-
tion.

o Représentation graphique conforme aux infor-
mations données par les dérivées premiere et
seconde et aux comportements asymptotiques
de la fonction.

Composantes susceptibles d’étre évaluées :

e Déterminer les extremum d’une fonction algébrique
ou transcendante.

e Déterminer les points critiques d’une fonction algé-
brique ou transcendante.

e Déterminer les points d’inflexion d’une fonction al-
gébrique ou transcendante.

e Déterminer les points ot la tangente a une courbe est
horizontale.

* Déterminer les intervalles de croissance et de décrois-
sance d’une fonction algébrique ou transcendante.

e Déterminer les intervalles de concavité vers le haut
et vers le bas d’une fonction algébrique ou transcen-
dante.

« Etant donné un tableau donnant les signes de f, f ' et
f", tracer le graphique de f.

e Faire I’analyse compléte d’une fonction algébrique
ou transcendante et en esquisser le graphique.
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CHAPITRE 10
OPTIMISATION

Elément de compétence

Trouver les valeurs optimales d’une situation modélisable par une fonction algébrique ou transcen-

dante.

OBJET DE LOPTIMISATION

En optimisation, on doit rechercher les valeurs op-
timales d’un modele décrivant une situation ou un
phénomene.

PROCEDURE D’OPTIMISATION

* Identifier correctement les variables du pro-
bleme.

* Identifier la variable a optimiser et celle qui
sera traitée comme variable indépendante.

o Etablir la relation entre les variables sur les-
quelles portent les contraintes du probleme.

« Etablir la relation entre la variable a optimiser
et les autres variables.

e Utiliser les relations entre les variables pour
exprimer la variable a optimiser en fonction de
la variable indépendante et déterminer I’inter-
valle des valeurs correspondant au probleme
(domaine de validité).

* Dériver la variable a optimiser, trouver ses
zéros et appliquer un test pour trouver, parmi
ces zéros, celle pour laquelle la fonction atteint
la valeur optimale cherchée.

* Rédiger la conclusion en interprétant le résultat
selon le contexte.

Dans I’application de cette procédure, les relations entre
les variables sont parfois données, mais il faut parfois
les déterminer a partir des données. Ce sont la plupart
du temps des relations obtenues géométriquement
comme |’aire d’une surface plane ou I’aire latérale et
le volume d’un solide. Dans certains cas, on a recours
au théoréme de Pythagore ou a la proportionnalité des
coOtés de figures semblables.

Aire d’une surface plane

Cercle Rectangle Triangle Trapéze
a
@ h /N h
a a b
Aire : Aire : Aire : Aire :
A=mr A=ah A=ah2 A=h(a+b)2
Circonférence : Périmetre :

C=2mr P=2a+2h

Volume d’un solide

Parallélépipéde Sphére
c @
b
a Volume :
N V=4mr/3
V= abc
Surface :
Surface (avec dessus) : S = 42
S=2(ac + ab + bc)
Cylindre Cone
h
Volume : Volue 3
V=mr’h V=nr*h/3
Surface (avec dessus) : Surface latérale :
S=2mrh + 21 S=mrl

TESTS A APPLIQUER

Dans la procédure d’optimisation, il faut appliquer
un test pour déterminer parmi les zéros de la fonction
dérivée les valeurs pour lesquelles la fonction atteint la
valeur optimale cherchée. On applique de préférence
le test de la dérivée seconde. Si la dérivée seconde est
trop complexe a obtenir, on utilise le test de la dérivée
premiere qui demande un peu plus de calculs pour dé-
terminer le signe de la dérivée premiere a gauche et a
droite de ses zéros.

Test de la dérivée premiére
Si la dérivée premiére s’annule, la tangente est horizontale.

=3 v S
B /-
IS &
- \
. /@)= 0
| a A5z a %

Si, de plus, f'(x) > 0six<a
etf'(x)<0six>a

f(x) a un maximum relatif
ax=a.

Si, de plus, f'(x) <0six<a
etf'(x)>0six>a

f(x) a un minimum relatif
ax=a.
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Test de la dérivée seconde
Si la dérivée premicre s’annule, la tangente est horizontale.
"t f@=0 »t
' /@)=,

- f'(a@)=0

a V' x X
Si, de plus, /"'(a) <0, la courbe Si, de plus, 7"(a) > 0, la courbe
est concave vers le bas et fix)  est concave vers le haut et f{x)
aun maximum relatif dx =a.  a un minimum relatif a x = a.

Lorsque certaines contraintes se traduisent par une
restriction sur le domaine de la fonction, il faut en plus
évaluer la fonction aux frontieéres de cet intervalle car la
valeur optimale peut étre atteinte a I’'une des fronti¢res
de I’intervalle de validité.

Valeurs optimales
aux frontiéres du domaine de validité

Maximum
absolu

Maximum
relatif

Minimunj
absolu Minimum
/ relatif
/ Domaine

de validité

Lorsque le modele a des comportements asymptotiques a
I’intérieur de I’intervalle de validité, il faut tenir compte
de ces comportements dans la réflexion sur I’existence
de valeurs optimales selon que 1’on cherche une valeur
relative ou absolue.

Valeurs optimales
et comportement asymptotique

|

3
Maximum
8

relatif i Minimum

relatif !

b

Domaine
de validité

La fonction n’a pas de maximum
ni de minimum absolus

Lorsque la résolution du probléme nécessite le recours a
des fonctions exponentielle ou logarithmique, le modele
sera donné. L’utilisation de relations trigonométriques
dans un triangle est considérée comme acquise et les
étudiants doivent étre capables d’écrire les équations
du probléme.

EVALUATION DU CHAPITRE 10

L’élément de compétence visé€ par ce chapitre est :

Trouver les valeurs optimales d’une situation
modélisable par une fonction algébrique ou trans-
cendante.

Les critéres de performance démontrant I’acquisition
de cet élément de compétence sont :
O Description adéquate de la situation par un
modéle mathématique.
o Utilisation correcte de la procédure pour dé-
terminer les valeurs critiques.
o Détermination exacte des valeurs critiques a
considérer.
o Application correcte d’un test pour déterminer
la valeur cherchée.

Composantes susceptibles d’étre évaluées :

e Identifier les variables dans une situation d’applica-
tion.

« Etablir la relation entre les variables sur lesquelles
portent les contraintes du probléme.

e Déterminer la relation entre la variable a optimiser et
les autres variables.

e Utiliser les relations entre les variables, pour exprimer
la variable a optimiser en fonction d’une seule variable
et déterminer I’intervalle correspondant au probléme
a I’étude (domaine de validité).

e Dériver la variable a optimiser et appliquer un test
pour trouver la valeur optimale cherchée.

e Tirer les conclusions qui s’imposent et interpréter les
résultats.
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CHAPITRE 11
DERIVATION IMPLICITE ET TAUX DE VARIATION LIES

Elément de compétence

Utiliser la dérivation implicite pour déterminer la relation entre des taux de variation.

DERIVATION IMPLICITE

La dérivation implicite consiste a appliquer I’opérateur
de dérivation aux deux membres d’une équation sans
avoir aisoler une variable pour I’exprimer explicitement
comme fonction de la variable par rapport a laquelle on
dérive. Apres avoir appliqué I’opérateur de dérivation, on
peutisoler le taux de variation cherché, la procédure pour
isoler est plus simple aprés avoir dérivé qu’avant.

Dans la plupart des cas, le taux de variation obtenu
par dérivation implicite est exprimé en fonction des
deux variables. Pour calculer ce taux en un point, il
faut donc connaitre les deux coordonnées du point et
non seulement ’abscisse de celui-ci comme dans la
dérivation explicite.

La dérivation implicite par rapport a x de 1’équation :
x> +y? =25,
donne :

4224
dx( Ty )_dx(zs)’

(B _=x
dc vy’

Dans cette expression, on voit clairement que le taux
de variation dépend a la fois de x et de y.

2x+2yﬂ:0 e
dx

Grice a la dérivation implicite, on peut appliquer les
procédures de dérivation non seulement a des fonctions,
mais également a des relations. Dans une relation, il est
possible d’avoir plus d’une correspondance pour une
valeur de x donnée, d’ou I’intérét d’exprimer le taux de
variation en fonction des deux coordonnées du point.
Ainsi, la relation :
x> +y?=25

est I’équation d’un cercle de rayon 5, centré a 1’ori-
gine.

Sur ce cercle, il y a deux points dont I’abscisse est 4 et
la pente de la tangente n’est pas la méme en ces deux
points.

Dérivation implicite et relation

4;3)

Tangente verticale

(€5 )

On remarque également qu’en certains points de la
courbe, la tangente peut étre verticale. On repére ces
points en déterminant les coordonnées des points pour
lesquels le dénominateur du taux de variation s’annule.
Dans le cas du cercle ci-haut, le taux de variation est
donné par :

cosO=aq,

tfanfA = é
Le dénominateur s’annule lorsque y =0 et en substituant
dans la relation
x> +y? =25,
on trouve x = +5. La tangente est donc verticale en
(=5;0) et (5; 0).

L’erreur la plus fréquente en dérivation implicite est
le non respect de la régle du produit. Ainsi, dans la
relation :

X+ 2x%y3 = 4,

Le terme 2x?y? doit étre considéré comme un produit
de deux fonctions lorsqu'on dérive.
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TAUX DE VARIATION LIES

Lorsque des variables évoluant dans le temps sont
liées par une relation, il existe également une relation
entre leurs taux de variation instantané. On obtient
cette relation en dérivant implicitement par rapport au
temps ¢ la relation entre les variables. Dans ce genre
de situations, il faut souvent établir d’abord la relation
entre les variables a partir de la description verbale du
probléme. En modélisant la situation, il faut éviter de
substituer les données avant de dériver car cela revient
a remplacer des variables par des constantes.

Un probléme classique et celui de 1’échelle dont le pied
glisse a un taux donné.
Taux liés

X
Lorsque le pied de 1’échelle glisse, les
longueurs x et y varient. Ces longueurs
sont liées par :

X2 +y?2=ad%
La relation entre les taux de variation
est obtenue en dérivant implicitement
par rapport au temps t /es deux membres
de I’équation reliant les variables x et y.

Pour déterminer le taux de variation de la hauteur du
point d’appui sur le mur par rapport au sol, il faut

EVALUATION DU

L’élément de compétence visé€ par ce chapitre est :

Analyser le comportement d’un phénomene a partir
de son taux de variation.

Les criteres de performance démontrant ’acquisition
de cet élément de compétence sont :

o Description juste du lien entre les variables

o Application correcte de la procédure de déri-
vation implicite pour déterminer le lien entre
les taux de variation.
Utilisation juste du lien entre les taux de varia-
tion dans I’analyse de la situation.
Application correcte des procédures de dériva-
tion a une situation décrite par des équations
paramétriques.
Utilisation juste des taux de variation dans
I’analyse d’une situation décrite par des équa-
tions paramétriques.

établir la relation entre les longueurs, ce qui donne, en
appliquant le théoréme de Pythagore :
x> +y?=d%.
La dérivation implicite par rapport a ¢ de 1’équation
x% +y? = a?, ou a est une constante donne :
d(s> o\ d(, N dx dy
—(x"+y" )]=—(a” ), d’ou 2x—+2y—=0
dt( Y ) dt( ) dt ydt
et:
dy_—xdx
dt y dt

EQUATIONS PARAMETRIQUES

Dans la description de la trajectoire curviligne d’un
point mobile par des équations paramétriques, le taux
de variation de chacune des variables par rapport au
parametre donne les vitesses horizontale et verticale du
point mobile. Le quotient de ces taux donne la pente de
la tangente a la trajectoire, soit la direction instantanée
du mouvement. On détermine la grandeur de la vitesse
tangentielle du point mobile en appliquant la relation de
Pythagore. Cette grandeur est la diagonale du rectangle
formé par les vecteurs décrivant les vitesses horizontale
et verticale du point mobile. Le sens du déplacement
dépend du sens des vecteurs horizontal et vertical.

La dérivée seconde des équations paramétriques donne
les composantes horizontale et verticale de I’accélération
du point mobile. On applique la relation de Pythagore
pour calculer la grandeur de 1’accélération subie par le
point mobile.

CHAPITRE 11

Composantes susceptibles d’étre évaluées :

* Appliquer la procédure de dérivation implicite.

e Déterminer I’expression décrivant un taux de variation
dans une relation en utilisant les formules de dérivation
appropriées.

e Déterminer les points d’une relation dont la tangente
est verticale.

e Décrire le lien entre les variables dans des situations
d’application de taux de variation liés.

* Déterminer la relation entre les taux de variation par
dérivation implicite.

* Résoudre des problemes de taux de variation liés en
appliquant la démarche présentée dans le cours.

e Déterminer la dérivée d’équations paramétriques.
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CHAPITRE 12
DERIVEE : FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES INVERSES

Elément de compétence

Résoudre des problemes faisant appel aux fonctions trigonométriques inverses et a leur dérivée.

Fonction Arcsinus
La fonction inverse de la fonction sinus est appelée
Arcsinus et est définie de la facon suivante :
y = Arcsin x si et seulement si x = sin y,
ou dom, . =[-1;1]etcodom, . = [-=U/2; /2]

ay
dx

1 T
B Tdy 1 T«x
—.

y = Arcsin x —_— =
dx  \1-x

Fonction Arccosinus

La fonction inverse de la fonction cosinus est
appelée Arccosinus et est définie de la facon
suivante :

y = Arccos x si et seulement si x = cos y,
ou dom, . =[-1;1]etcodom, . . =[0; ]

Fonction Arctangente
La fonction inverse de la fonction tangente est
appelée Arctangente et est définie de la facon
suivante :

y = Arctan x si et seulement si x = tan y,
ou dom, . =Retcodom, . =]-0/2;7%/2[.

LR dy
7777777 ey dx

Fonction Arccotangente

La fonction inverse de la fonction cotangente est
appelée Arccotangente et est définie de la fagon
suivante :

y = Arccot x si et seulement si x = cot y,

ou dom, . =Retcodom, . =]0;7w[.
dy
} dr
X
dy Y -1
y = Arccot x E y m

Fonction Arcsécante

La fonction inverse de la fonction sécante est
appelée Arcsécante et est définie de la facon
suivante :

y = Arcsec x si et seulement si x = sec y,
oudom, ... =]-°; —1]U[l; o[
et codom, ... = [0; w/2[U[m; 370/2].

I I
I I
1 /
I I
RN
=) I
\ |
I
I
I
I
B R B

=i 1 %
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Fonction Arccosécante

La fonction inverse de la fonction cosécante est
appelée Arccosécante et est définie de la fagcon
suivante :

y = Arccsc x si et seulement si x = csc y,
oudom, = ]-o0; ~1]U[1; o[

et codom, . = 10; w/2]U]m; 3m/2].
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A cause de la périodicité des fonctions trigonométri-
ques, on doit imposer une restriction a leur domaine
pour définir les fonctions inverses. Cette restriction est
choisie de telles sorte que toutes les valeurs possibles
soient prises en compte.

En utilisant les fonctions trigonométriques inverses, on
peut décrire un angle en fonction d’une longueur dans
un triangle ou en fonction d’un rapport de longueurs
dans un cercle.
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=

g
S ol
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Variables

Distance constante

Les applications sont les mémes que pour toutes les
autres formes de fonctions et leur dérivée : calcul d’une
différentielle, modele d’approximation linéaire, analyse
de fonctions, optimisation et taux de variation li€s.

En établissant la relation entre un angle et une longueur
et en dérivant implicitement cette relation, on établit
celle entre le taux de variation de 1’angle et le taux de
variation de la longueur.

DERIVATION DES FONCTIONS COMPOSEES

1

i(Arcsinu)=—d—u
dx 1—u2 dx
d -1 d
—(Arccosu)=——u

X 1—y2 dx
d 1 d
—(Arctanu) = 2—”
dx 14+u” dx
d -1 d
—(Arccotu) = 2_u
dx 1+u” dx

L du

i(Arcsec u)=

dx unu? —1 dx

d -1 d
<2 (Arcescu)= ——
dx uNu? —1 dx

EVALUATION DU CHAPITRE 12

L’élément de compétence vis€ par ce chapitre est :

Résoudre des problemes faisant appel aux fonctions
trigonométriques inverses et a leur dérivée.

Les critéres de performance démontrant I’acquisi-
tion de cet élément de compétence sont :

O Application correcte des procédures de déri-
vation.

O Analyse correcte de situations modélisées par
une fonction trigonométrique inverse.

o Détermination correcte d’un modéle d’approxi-
mation linéaire d’une fonction trigonométrique
inverse.

o Résolution correcte de problémes d’optimisa-
tion et de taux liés mettant en cause des fonc-
tions trigonométriques inverses.

Composantes susceptibles d’étre évaluées :

e Déterminer 1’'image de valeurs remarquables par les
fonctions trigonométriques inverses.

* Appliquer les procédures de dérivation implicite pour
établir la dérivée de chacune des fonctions trigono-

métriques inverses.

Dériver des fonctions dont certaines composantes
élémentaires sont des fonctions trigonométriques

inverses.

Déterminer un modele d’approximation linéaire d’une
fonction trigonométrique inverse.

Résoudre des problémes d’optimisation ou de taux
reliés mettant en cause des fonctions trigonométriques
inverses.



