Les systémes d’équations linéaires

Modéle de Leontief

L'économiste américain d’origine russe Wassily Leontief a recu, en 1973,
le prix Nobel de sciences économiques pour ses travaux de modélisation
mathématique des échanges interindustriels. Il s’est intéressé en particu-
lier a la question suivante : dans une économie constituée de n industries
interreli€es, quelle doit étre la production de celles-ci pour répondre exac-
tement a la demande en tenant compte du fait que la production nécessite
la consommation de biens, énergie, matériaux, etc ? Pour apporter des €lé-
ments de réponse a cette question, il a divisé '’économie en divers secteurs
et, a 'aide de compilations statistiques, il a développé une méthode d’ana-
lyse de ces données.
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Economie ouverte

On peut décrire la démarche de Leontief de facon symbolique pour déve-

lopper une méthode de résolution générale. Soit :

P : la matrice de la production totale

Q : la matrice des contraintes de la production (demande interne)

D : la matrice de la demande externe

On a alors:

P = Qe P+D, production = demande interne + demande externe, d’oui:
P— Q< P =D, par les propriétés des opérations;

IeP — QP =D, puisque / est la matrice identité;
(I- Q) P =D, par les propriétés des opérations.

On peut donc établir directement la matrice associée au systeme d’équa-
tions a résoudre, c’est la matrice / — Q. On obtient la matrice augmentée en
ajoutant la colonne D a la matrice associée.

EXEMPLESEER

Une entreprise compte trois secteurs spécialisés dans la production d’une
forme d’énergie: le mazout (M), le gaz naturel (G) et 1’€lectricité (E).
Les échanges entre les secteurs d’activité permettent de satisfaire aux
besoins énergétiques de chacun. Pour produire une unité de mazout, il
faut 0,2 unité de gaz naturel et 0,2 unité d’électricité; pour produire une
unité de gaz naturel, il faut 0,2 unité de mazout, 0,1 unité de gaz naturel
et 0,3 unité d’électricité; pour produire une unité d’€électricité, il faut 0,1
unité de mazout, 0,2 unité de gaz naturel et 0,1 unité d’électricité.

Leontief02

a) Représenter sous forme matricielle les besoins de consommation
d’énergie liés a la production de chaque type d’énergie.

b) Le carnet de commandes de I'entreprise (demande externe) pour le
mois de juin est de 450 unités de mazout, 400 unités de gaz naturel
et 430 unités d’électricité. Déterminer la production permettant de
répondre aux besoins de la production et a la demande externe.

B Solution

a) En représentant les données dans un tableau, on obtient :



https://www.lozedion.com/wp-content/uploads/2014/06/Leontief01.mp4
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Production d’une unité
u, U, U,

u,( 0,1 02 0,3

U, 0,3 0,3 0,1

U, 0,2 0,1 0

Besoins

qui donne la matrice de la consommation interne que nous noterons
0= (qij), ou I’élément 4 représente le nombre d’unités du secteur i
nécessaires pour produire une unité du secteur j. Ainsi, la premiere
colonne indique que, pour produire une unité de mazout, il faut
consommer 0,2 unité de gaz naturel et 0,2 unité d’électricité.

P
b) La matrice de production est P=| p, |, ol p; est le nombre total

P3

d’unités qu’il faut produire dans chaque secteur : mazout, gaz et
€lectricité. Pour répondre a la demande externe tout en satisfaisant a
ses propres besoins, I'entreprise doit s’assurer que (/—Q)°*P = D ou:

1 -0,2 -0,

I-0=| -0,2 0,9 -0,2

-0,2 -0,3 0,9

Onadonc:| -0,2 0,9 -0,2 |*| p, |=

1 -0,2 -0, P [450]
0,2 -0.3 0,9 P

En résolvant ce systeme d’équations, on obtient :

1 -02 -0,11450 0L, T g0 —2 -1 4 500
02 0,9 021400 |= 10, | 2 9 —-2!4000
-0,2 -0,3 0,9 1430 10Ly L -2 =3 9 14300

L 10 -2 —1! 4500

~5L,+L; | 0 43 -11! 24500
SL,+L, L 0 —-17 4426000
43Li+2L, T 430 0 65! 242500

= L, 0 43 —11! 24500
A3L,+17L, | 0 0 17051534500
L 430 0 65! 242 500

=L, 0 43 —11' 24500
L1705 L 0 o [ 900

Li+65L3[ 430 0 01301000] L/%307 1 0 01700
~ L, +11L, 0 43 0} 34400 |=L,/43 | 0 1 0! 800
L, 0 0 1} 900] f, 00 1|

Il faut produire 700 unités de mazout, 800 unité€s de gaz naturel et

900 unités d’électricité pour répondre aux besoins de la production
et a la demande externe.
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Modele de Leontief (économie ouverte)

Un modele de Leontief est un modéle économique ouvert constitué
de n industries interdépendantes, chacune produisant pour répondre :

* a ses besoins et aux besoins des (n — 1) autres industries, ce qui
constitue la demande interne;

* aux besoins des clients, ce qui constitue la demande externe.

Les échanges entre les industries sont décrits dans une matrice Q

appelée « matrice des contraintes de production ». On désigne par:

P la matrice de production et D celle de la demande externe;

P la production de I'industrie j;

* g le nombre d’unités de la production de I'industrie i nécessaire
pour produire 1 unité de la production de 'industrie j;

* q;D; la quantité de la production de I'industrie i consommée par
I'industrie j;

* d,la demande externe adressé€e a I'industrie i: c’est la portion de
la production qui excede la demande interne.

Economie fermée

Dans la situation présentée dans I'exemple 1, la demande du secteur ex-
terne constituait une finalité. Elle n’était pas incluse dans le modele, car elle
n’était pas considérée comme un produit intermédiaire visant a satisfaire
un besoin d’un des secteurs de I'économie. C’est une économie décrite par
un modele de Leontief ouvert .

Lorsque le secteur externe est inclus dans le modele comme une indus-
trie supplémentaire, on a un modele de Leontief fermé. Tous les biens
sont alors considérés comme des produits intermédiaires, car ils sont tous
produits pour satisfaire aux besoins des (n + 1) secteurs du modele. La
proportion de la production consommeée par ce secteur supplémentaire est
alors la portion non consommeée par les autres industries.

EXEMPLESIFIR
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REMARQUE

On se sert du modele de Leontief
pour analyser I'économie d’une
région, d’un secteur d’activité ou
d’une entreprise qui a différents
secteurs qui s’échangent des biens
ou des services. Il est souvent utile
de pouvoir chiffrer ces échanges en
dollars. On construit alors un modele
économique de Leontief en rempla-
cant les unités de biens échangés par
leur valeur en dollars.
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Léconomie d’une région repose principalement sur trois secteurs :
Iagriculture (S,), la construction (S,) et 'industrie (S;). La matrice des

échanges entre ces secteurs est:
Production d’une unité ($)

s1 s2 SS
s,| 020 020 0,15
s,| 0,05 0,10 0,10
S,| 0,10 0,05 0,10

Besoins

ot les éléments sont exprimés en dollars. Les autres activités économiques
de la région sont les services, la distribution et la consommation, regrou-
pé€es en un secteur (§,). On estime que I'équivalent d’un dollar des biens
et des services produits par ce secteur nécessite I'utilisation de 0,25$
des produits de S,,0,15$ des produits de S, et 0,20$ des produits de S;.
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a) En supposant qu’il n’y a ni importation ni exportation, tous les biens
et services produits dans la région sont consommés dans la région et
réciproquement. Construire la matrice du modele économique fermé
de cette situation.

b) Déterminer les conditions d’équilibre de cette économie.

B Solution

a) Pour construire la matrice de consommation, il faut ajouter une ligne
et une colonne a la matrice des échanges intersecteurs. Nous noterons
S, ce nouveau secteur.

La consommation étant considérée comme une activité économique,
tout ce qui n’est pas consommé par I'un des secteurs S, S, ou S est
consommé par le secteur S, et c’est la contribution de ce secteur a
lactivité économique.

Ainsi, dans la matrice des échanges donnée ci-dessus, pour produire
1 $ de biens du secteur S|, on utilise 0,20 $ des produits du secteur S|,
0,05 $ des produits du secteur S, et0,10 $ des produits du secteur S5
pour un total de 0,35 $. Le secteur S, utilise donc 0,65 $ des activités
du secteur §,. (De la méme fagon, pour les autre secteurs, la somme
des éléments de chaque colonne est égale a 1.)

Par ailleurs, les biens et services produits par le secteur S, néces-
sitent I'utilisation de 0,25$ des produits de §,,0,15$ des produits de
S, et 0,20$ des produits de S, ce qui donne une somme de 0,60 $.
Le secteur S, utilise donc 0,40$ des activités de S,- La matrice du

modele économique fermé est ainsi :
Production d’une unité ($)

SO S1 SZ SS
S,[0.40 0,65 0,65 0,65
£8,0,25 0,20 0,20 0,15
0,15 0,05 0,10 0,10
0,20 0,10 0,05 0,10

N =

Besoins
numnn

w

b) Soit R, la matrice de production. Puisqu’il n’y a plus de demande
externe, le systeme est en équilibre lorsque :
R=Q°*R

R-Q°*R =0
I*R-Q°R =0
I-Q)°*R =0
On a donc un systeme d’équations linéaires homogene. Dans cette
situation, la matrice est:

0,40 0,65 0,65 0,65
0,25 0,20 0,20 0,15
0,15 0,05 0,10 0,10
0,20 0,10 0,05 0,10

0,60 -0,65 -0,65 —0,65
-0,25 0,80 -0,20 -0,15
-0,15 -0,05 0,90 -0,10
-0,20 -0,10 -0,05 0,90

Le systeme a résoudre est:

1-0=

SOoOO~
SO —O
S— OO
—_o OO
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0,60 -0,65 -0,65 -0,65 Po
-0,25 0,80 -0,20 -0,15 D1
-0,15 -0,05 0,90 -0,10 )2
-0,20 -0,10 -0,05 0,90 D3

(=N el el

Pour appliquer la méthode de Gauss-Jordan, il n’est pas utile de
conserver une colonne de 0, on a:

0,60 0,65 —0,65 —0,65 100L; | 60 65 —65 —65
0,25 0,80 -0,20 —0,15 | _100L, | =25 80 20 -15
—0,15 -0,05 0,90 —0,10 | 100L, | =15 =5 90 -10
-0,20 0,10 0,05 0,90 | 100L, | =20 -10 -5 90

L 60 —65 65 —65
_12L,+5L | 0 635 565 —505
¥ 4L+ 1 0 -85 295 —105

3L, +L, 0 95 -80 205

L/5[12 .13 -13 -13
L,/5| 0 127 -113 -101
Ly/5| 0 -17 59 -21
L,/5| 0 -19 -16 41

127L,+13L, | 1524 0 -3120 -2 964

L 0127 -113 101
T 127L5+17L, 0 0 5572 —4384
127L, +19L, 0 0 —4179 3288

L/12[ 127 0 260 -247
i 0127 -113 -101
L4 | 0 0 [1393 -1096
L,/3| 0 0 -1393 109

1393L, +260L, | 176911 0 0 —629 031
_1393L, +113L, o 176 911 0 —264 541
“ I 0 1393 —1096

L,+L, 0 0 0

L,/176911 [ 1 0 0 -3,56
_L,/176911| 0 1 0 -1,50
T L,/1393 |00 1-0,79

fi 00 0 0

La variable p, est libre, on la représente par le parametre 7. Puisqu’il
s’agit d’un systeme d’équation homogene, la troisieéme ligne représente
I’équation p, — 0,79¢ = 0, d’ott p, = 0,797. On procede de la méme
facon pour les autres variables et on obtient I'ensemble solution :
{(py: P1s P2 P3) | Py = 3,561, p, = 1,501, p, = 0,79¢, p; = 1}

Ainsi, si la valeur de la production dans le secteur industriel (S,) est
de 1000008, celle du secteur de la construction (S,) est de 79000 $;
de 150000$ dans le secteur agricole (S,), 356000$ dans celui des
autres activités économiques (S,,).
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Modele de Leontief (économie fermée)

Un modéele de Leontief représente une économie fermée lorsque
la matrice des contraintes de production satisfait aux conditions

suivantes :

* 0 =g, =1 pour tout i et tout ;

* la somme des éléments d’une colonne quelconque est égale a 1.

PROCEDURE

Conditions d’équilibre d’une économie fermée (modéle de Leontief)

1. Construire le tableau des échanges en ajoutant un secteur supplé-

mentaire.

2. Utiliser I’information sur les produits consommés par ce nouveau
secteur pour déterminer les éléments de chacune des lignes de la

colonne supplémentaire.

3. Compléter le tableau en s’assurant que la somme des éléments de

chacune des colonnes est 1.

4. Déterminer la matrice / — Q et échelonner la matrice augmentée

du systeme d’équations / — Q = 0.

Wsily Leontief était un économiste
‘origine russe. Il est né a Saint-Pé-
tersbourgh en 1906 et est mort a
New York en 1999. Il a étudié a I'Université de
Leningrad (aujourd'hui I'Université d’Etat de
Saint-Pétersbourg) ou il a obtenu une maitrise
a 19 ans. Puisqu’il s’opposait au communisme,
il s’est fait arréter plusieurs fois avant d’étre
autorisé a quitter le pays. Il a ensuite étudié
a I'Université Humboldt (1925-1928) qui lui a
décerné un doctorat.

Leontief a immigré aux Etats-Unis en 1931. Il a travaillé pour
le National Bureau of Economic Research et a enseigné a
I’'Université Harvard de 1931 a 1975. En 1948, il a fondé le
Harvard Economic Research Project sur la structure de
I’économie américaine qu'il a été dirigé de 1948 a 1975.
Il a ensuite occupé le poste de professeur d’économie a
I’'Université de New York de 1975 jusqu’a sa mort. En 1978,
il a été nommé directeur de I'Institute for Economic Analysis.

A partir de 1949, Leontief a entrepris de modéliser les
données fournies par le Bureau of Labor Statistics en
utilisant les premiers ordinateurs disponibles a Harvard.

Dans sa recherche, il a divisé I'économie américaine en

Note historique WASSILY LEONTIEF

1906-1999

500 secteurs, chaque secteur étant représenté
par une équation linéaire. En 1973, il a recu le
prix Nobel d'économie pour ses travaux sur
I'analyse entrée-sortie (input-output) servant
a décrire les systemes économiques a partir
de ce qui est utilisé pour la production et de
ce qui en résulte, et ce, en tenant compte du
fait que la production nécessite la consomma-
tion de certains biens. Le modele d’analyse
congu par Leontief consiste a construire une
matrice dont les éléments sont les biens que

les industries achetent (intrants) et vendent (sortants). En
y ajoutant les gouvernements, les consommateurs et les
pays étrangers, on obtient une représentation globale des
biens et services d’'une économie nationale. Cette méthode
d’analyse économique est employée sous différentes formes
dans plusieurs pays industrialisés pour planifier et prévoir la
croissance économique. Leontief a également contribué au
développement de la programmation linéaire pour résoudre
des problémes économiques complexes.

En 1975, il s’est joint a la New York University ou il a fondé
et dirigé le Center for Economic Analysis.



Exercices

. Une entreprise compte trois secteurs d’activité
répartis dans trois usines, notées U, U, et U,.
La fabrication d’une unité des produits de la pre-
miere usine nécessite 0,1 unité des produits de U, ,
0,1 unité des produits de U, et 0,2 unité des produits
de U,. La fabrication d’une unité des produits de
la seconde usine nécessite 0,2 unité des produits
de U, 0,4 unité des produits de U, et 0,3 unité
des produits de U;. La fabrication d’une unit€ des
produits de la troisiéme usine nécessite 0,2 unité
des produits de U, 0,2 unité des produits de U,
et 0,1 unité des produits de U,.

a) Construire la matrice de consommation interu-
sine (contraintes de production).

b) La demande externe pour le prochain mois est
de 90 unités des produits de U,, 110 unités des
produits de U, et 270 unités des produits de U,.
Déterminer la production permettant de répondre
aux besoins.

¢) Les matrices de production des deux derniers

[ 300 ] [ 200 }
mois sont | 400 |et}] 250 |.
200 600

Quelle était la demande externe pour ces deux
mois?

. Trois entreprises C,, C, et C; décident de s’associer
pour diminuer les cofits en s’approvisionnant entre
elles. La matrice des contraintes de production Q
donne la production interne nécessaire pour satis-
faire aux besoins de chaque entreprise.

0,1 0,2 04
o=| 0,1 0,1 0,3
0,3 0,3 0,1

)

a) Quelle est la production nécessaire pour satis-
faire a une demande externe de 115 unités de
produits de la compagnie C,, de 109 unités de
produits de la compagnie C, et de 135 unités
de produits de la compagnie C;?

b) Quelle est la production nécessaire pour satis-
faire a une demande externe de 217 unités de
produits de la compagnie C,, de 129 unités de
produits de la compagnie C, et de 63 unit€s de
produits de la compagnie C5?

Les systémes d’équations linéaires

. Une entreprise administre trois usines. La matrice

de consommation des échanges interusines est :

0,2 0,1 0,3
0o=| 0,2 0,1 0,3
0,1 0,3 0,0

L’entrée g i indique la valeur en dollars des produits
de I'usine U, nécessaires pour fabriquer chaque
dollar de produits de 1’usine Uj.

a) Déterminer la valeur, en millions de dollars, de
la production de chaque usine qui permet de
répondre a une demande externe de 160 M$ des
produits de 'usine U, de 160 M$ des produits
de U, et de 240 M$ des produits de Us.

b) Si la valeur de la production est de 400 M$ pour
les produits de I’'usine U,, de 400 M$ pour les
produits de U, et de 800 M$ pour les produits de
Uj, quelle est la valeur, en millions de dollars,
de la demande externe?

¢) Comment expliquer le fait que la production des
usines U, et U, est la méme en a et b alors que
la demande externe est plus faible en b ?

. Trois usines se fournissent 1’une I’autre des biens,

la matrice des échanges interusines est:

(=]
—

’

0=

s

W NN

O,
Oa
Oa

S OO

)1
)1
)1

(=)
(=3 \9)

s

L’entrée ¢ i indique la valeur en dollars des produits
de I'usine U, nécessaires pour fabriquer chaque
dollar de produits de ’'usine U 2

a) Déterminer la valeur, en millions de dollars, de la
production de chaque industrie pour répondre a
une demande externe de 203 M$ des produits de
U,,de 161 MS$ des produits de U, et de 114 M$
des produits de Uj.

b) Si la valeur de la production est de 200 M$
pour les produits de U, de 400 M$ pour ceux
de U, et de 300 M$ pour ceux de U, quelle est
la valeur de la demande externe?

. Un économiste a regroupé dans le tableau suivant

les statistiques de la derniere année touchant trois
secteurs interdépendants
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Statistiques annuelles de production Réponses
S1 SZ SS

A . ,1 0,2 0,2
Colit des services S, | 50| 30 80 8 1 8 4 8 > %38 ot 18
S 2.5 6.0 5.0 1. a) B 5 5 C)
S, | 40| 12| 40 IR
Production annuelle 300
totale (M $) 50,0| 24,0 | 40,0 b) P= { ggg
a) Déterminer la matrice des contraintes de pro-
duct -
ueron e 350 450
b) En supposant que le marché était en équilibre 2.a) P=| 280 b) P=| 300
durant I’année écoulée, quelle a été la demande 360 320

externe pour ces secteurs ?
c) Les gestionnaires de ces secteurs industriels 3. a) 400 M$ de produits de U, 400 M$ de produits de U,

songent a augmenter leur production annuelle a et 400 M$ de produits de Uj.

60 MS$ pour les produits de S,,a 30 M$ pour les b) 40 M$ de produits de U, de 40 M$ de produits de
produits de S, et a 50 M$ pour les produits de . U, et de 640 M$ de produits de U,.

Calculer I’augmentation de 1’offre qui sera faite ¢) La demande externe est plus faible en b, mais 1’usine
aux consommateurs si les gestionnaires mettent Uy a consommé une plus grande partie de la produc-
cette idée en ceuvre. Traduire cette augmenta- tion totale des usines U, et U,, ce qui explique le fait

tion en pourcentage. Quelle doit étre la réaction que la production soit restée la méme en a ct en b.

des consommateurs pour que le marché reste a
e o 320 10
I’équilibre ! o ) . 4 ) p=| 310 b D=| 250
d) Les organismes de prévision €conomique, 230 150
en se basant sur la croissance annuelle des
salaires, prévoit une augmentation de 5% de
p . & . ,0 . 5. a) 31 S2 Ss
la consommation pour la prochaine année. Si S 01 0125 0.2
cette prévision s’avere exacte, quelle sera la ! ‘ ' '
p -1e, qu S,| 0,05 025 0,125
demande annuelle pour les biens de chacun des S. | 0,08 005 0,1
trois secteurs ? 8 -
e) En supposant que la prévision d’augmentation 34 1? 5027 5
de la consommation s’avere exacte, comment b) D ;gg 4 32’ 34
doit-on procéder pour déterminer quelle devrait ’

étre la production annuelle dans ces secteurs ? 18,38% [ 52,5
o | 26,19% &) | 252
25,65% | 420






