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Eudoxe de Cnide

Eudoxe de Cnide a reformulé le postulat d'Antiphon qui portait sur
le résultat d'un processus infini. Cette nouvelle formulation a élimi-

né le recours a l'intuition utilisé par Antiphon. Eudoxe a également
redéfini la notion de proportion pour la libérer de la théorie de la
commensurabilité des pythagoriciens et sauvegarder ainsi les résul-
tats des théorémes de proportionnalité des figures semblables.

Fudoxe de Cnide

Contributions d'Eudoxe

On doit a Eudoxe divers
autres résultats dont le fait
qu'un prisme triangulaire est
divisible en trois pyramides
de base triangulaire de méme
volume.

Ce résultat est généralisable a
un prisme quelconque et ul-
timement a un cone.

Le volume d'un céne est le
tiers du volume du cylindre
ayant méme base et méme
hauteur.
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Eudoxe est né a Cnide en Asie mineure
en -408. Il est surtout connu comme
mathématicien, mais il était également
astronome et médecin.

[l a étudié les mathématiques a Tarente
avec Archytas, un pythagoricien pas-
sionné par le probléeme de la « duplica-
tion du cube ». Il a visité la Sicile ou il a
étudié la médecine avec Philiston et sé-
journa deux mois a Athénes, assistant a
des conférences de Platon et de d'autres
philosophes de I'Académie.

Porteur d'une lettre de recommandation
du roi Agesilas de Sparte pour le pharaon
Nectanabis et accompagné du médecin
Chrysippe, il fait en Egypte un voyage
qui dure 16 mois. Durant son séjour, il
¢tudie I'astronomie et fait des observa-
tions a Héliopolis.

Lors d'un voyage a Cyzique, il y fonde
une Ecole qui attire beaucoup d'éléves.
Vers 368, il entreprend un second voya-
ge a Athénes avec quelques-uns de ses
disciples.

Par la suite, il retourne a Cnide et y fait
construire un observatoire. L'astronome
Hipparque cite les ouvrages dans les-
quels Eudoxe relate les observations as-
tronomiques qu'il a faites a Héliopolis et
a Cnide. Eudoxe meurt dans sa ville na-
tale en -355, a I'dge de 53 ans.

Méthode d'exhaustion

Eudoxe s'est également attaqué au pro-
bléeme de l'aire du cercle. Dans cette re-
cherche, il a modifié une approche ini-
tiée par Antiphon le sophiste (-480 a
-411) pour développer ce que nous ap-
pelons maintenant la méthode d'ex-
haustion. Cette méthode vise a détermi-
ner l'aire d'une figure délimitée par une
ligne courbe. Cherchant une nouvelle
approche pour trouver l'aire d'un cercle,
Antiphon a formulé le postulat suivant :

Postulat d'Antiphon

En doublant le nombre de cotés d'un
polygone régulier inscrit dans un
cercle et en répétant successivement
I'opération, on peut rendre nulle la
différence entre 'aire du cercle et
I'aire du polygone.

A I'époque, ce postulat fut critiqué car
il statue sur le résultat d'un processus
infini, rendant actuel un infini poten-
tiel. Puisque les grandeurs sont infini-
ment divisibles, le procédé d'Antiphon ne
peut donner un résultat fini. Il est tou-
jours possible de diviser la différence en-
tre l'aire d'un cercle et l'aire d'un poly-
gone inscrit quel que soit son nombre de
cotés. Il est donc impossible que I'aire du
polygone puisse étre égale a celle du cer-
cle. Cette critique rappelle le paradoxe de
la dichotomie de Zénon. Puisqu‘une lon-




gueur est infiniment divisible, le javelot
d'Achille ne peut jamais atteindre la ci-
ble car il reste toujours une demi-lon-
gueur a parcourir. De la méme facon,
puisqu'une aire est infiniment divisible,
I'aire du polygone ne peut jamais €galer
celle du cercle, il y a toujours une diffé-
rence non nulle.

Pour contourner les critiques et énon-
cer un principe utilisable dans un argu-
ment déductif, Eudoxe de Cnide a for-
mulé I'idée autrement.

Postulat d'Eudoxe

Si on soustrait d’une grandeur don-
née une partie supérieure ou égale a
sa moitié, et que du reste, on sous-
trait une partie supérieure ou égale
@ sa moitié et ainsi de suite, a la lon-
que, la grandeur restante peut étre
rendue plus petite que n'importe
quelle grandeur prédéfinie de méme
nature.

Aire du cercle et

du polygone régulier inscrit
La différence entre I'aire d'un cer-
cle et l'aire d'un polygone régulier
inscrit peut étre rendue aussi petite
que toute aire prédéfinie.

Voici I'idée de la preuve. Soit un cercle,
AB un c6té d'un polygone régulier inscrit
et A la différence entre l'aire du cercle et
I'aire du polygone.

Sur AB comme coté, construisons le rec-
tangle ABCD tel que le coté CD soit tan-
gent au cercle et déterminons le point
M milieu de CD. L'aire du triangle AMB
est alors la moitié de I'aire du rectangle
ABCD. Elle est donc supérieure a la moi-
tié de l'aire du segment circulaire AMB.
En soustrayant de A le produit de l'aire
du triangle par le nombre de cotés du
polygone régulier, on obtient la différen-

ce entre Il'aire du cercle et 'aire du poly-
gone obtenu en doublant le nombre de
cotés. En poursuivant le processus, on
peut rendre la différence entre ces aires
plus petite que toute grandeur d'aire
prédéfinie. Voyons maintenant comment
le postulat d'Eudoxe est utilisé¢ dans la
démonstration du rapport des aires de
deux cercles.

Aire du cercle et diamétre

Le rapport des aires de deux cercles
est égal au rapport du carré de leurs
diamétres.

La preuve de cette propriété, que l'on
retrouve dans Les Eléments d'Euclide,
consiste a montrer, en utilisant le postu-
lat d'Eudoxe et la similitude des polygo-
nes inscrits, que le rapport des aires ne
peut étre ni plus grand ni plus petit que
le rapport du carré des diametres.

Cette double réduction a I'absurde, qui
porte maintenant le nom de méthode
d'exhaustion, permet alors de conclu-
re que le rapport des aires de deux cer-
cles est égal au rapport du carré de leurs
diametres.

La méthode d'exhaustion a été utilisée
abondamment par Archimede, environ
500 ans plus tard, pour établir des rela-
tions entre des aires et entre des volu-
mes. En particulier, il a montré que l'aire
du cercle est égale a celle du triangle
dont la base est égale a la circonféren-
ce et la hauteur est égale au rayon. Par
cette methode, il a également détermine
I'aire d'un segment de parabole et le vo-
lume de la sphere.
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Postulat d'Eudoxe

Le postulat d'Eudoxe reconnait
et exploite la divisibilité infinie
des grandeurs. Il est alors possi-
ble de rendre une grandeur don-
née aussi petite que l'on voudra
en lui soustrayant itérativement
une partie supérieure ou égale a
la moitié de la partie restante.
En notation moderne, si on sous-
trait itérativement les deux tiers
de la valeur d'une grandeur a.
On obtient successivement :

3 3 3 3
0 2 a0 30 20 a
3733 9 9 9
9. 2.0 3% 2 a
9 3 9 27 27 27

Le postulat affirme qu'en pour-
suivant le processus, on peut
rendre le reste plus petit que
toute grandeur prédéfinie. Par
exemple, on peut le rendre plus
petit que a/1000. Il suffit de dé-
terminer n tel que :

1" a
6 — G——,
3 1000
n
do L <
3 1000

et 3”7 >1000. Il suffit de 7 itéra-
tions pour que le reste soit ren-
du plus petit que a/1000. Le pos-
tulat affirme que quelle que soit
la grandeur prédéfinie, il est tou-
jours possible de rendre le res-
te plus petit que cette grandeur
en effectuant ces soustractions
successives.
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