~ MATRICES
et DETERMINANTS

Résoudre des problémes
en utilisant les matrices
et les déterminants.

Les composantes particuliéres de I'élément
de compétence visées par le présent
chapitre sont:

e ['utilisation des matrices pour structurer de I'informa-
tion;

I’'exécution d’opérations sur des matrices;
I'utilisation des propriétés des opérations matricielles;

le calcul d’un déterminant d’ordre 2 ou 3;

la résolution de problémes a I'aide de déterminants.

OBJECTIFS

Effectuer les opérations d’addition de matrices et de
multiplication d’une matrice par un scalaire.

Effectuer la multiplication de matrices.

Interpréter selon le contexte le résultat d’opérations sur
des matrices.

Résoudre des systemes d’équations a I'aide de la mé-
thode de Cramer.
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MatricesO1

REMARQUE

Toute information concernant les
composantes d’'une matrice sont don-
nées dans l'ordre ligne-colonne.

a4, 4p
Ay, 4y

a;
a,, a,, .

Matrice m par n

(Al MATRICE

Lorsqu’on doit traiter de I'information portant sur plusieurs variables, il
est parfois tres efficace de représenter les valeurs des différentes variables
sous forme de tableaux de nombres appelés matrices. Dans un tableau
de ce type, une position précise est assignée a chaque valeur. Nous allons
présenter les opérations sur des matrices et employer celles-ci pour traiter
de I'information.

Mise en situation

Une petite entreprise emploie deux marchands ambulants qui vendent des
jus dans les parcs de la municipalité la fin de semaine. Les tableaux sui-
vants indiquent le nombre de bouteilles vendues en une fin de semaine.

PARC BEAUSEJOUR PARC DE LA MAIRIE
Jus Jus
Jour Orange Raisin Pomme Jour Orange Raisin Pomme

Vendredi 27 43 33
Samedi 36 68 58
Dimanche| 39 55 49

Vendredi 38 63 43
Samedi 46 72 65
Dimanche| 42 63 58

Le tableau qui suit donne le prix de vente et le colit unitaire de chaque
sorte de jus.

Jus Prix  Colt
Orange | 1,00 040
Raisin 1,40 0,60
Pomme| 1,20 0,50

On structure de diverses facons I'information contenue dans les tableaux,
selon le traitement désiré. Comme les en-tétes ne sont pas indispensables
au traitement des données, on note simplement :

27 43 33 38 63 43\
B= |36 68 58| M=|46 72 65
39 55 49 42 63 58

De tels tableaux de nombres sont appelés des matrices. On emploie sou-
vent une lettre majuscule pour désigner une matrice particuliére. Ainsi,
la matrice qui donne les ventes au parc Beauséjour est représentée par la
lettre B, et la matrice M indique les ventes au parc de la Mairie.

Matrice

On appelle matrice tout tableau rectangulaire ayant la forme illustrée
ci-contre, ou les a,; sont les éléments; I'indice i indiquant la ligne de
I’élément et I'indice j sa colonne. Ces indices donnent 'adresse de
chacun des éléments. Une matrice formée de m lignes et de n colonnes
est dite de dimension mxn (qui se lit « m par n »).



Ainsi, la matrice donnée ci-contre est une matrice de dimension 3 x4 (qui
se lit « 3 par 4 »), puisqu’elle est formée de trois lignes et de quatre colon-
nes. Dans cette matrice, I'élément a,, est -2 : c’est I'élément de la deuxie-
me ligne et de la troisieme colonne. On dit que I’€lément a,, est I'élément
d’adresse 23, qui se lit « deux trois » et non « vingt-trois ».

Notation

On représente généralement une matrice par une lettre majuscule A, B, C,
etc. Lorsqu’il est nécessaire de préciser la dimension d’une matrice, on
crit A, ., qui désigne une matrice A de dimension m X n. L'ensemble
des matrices de dimension mxn estnot¢ M, . Ainsi, on note M, _, Ien-
semble de toutes les matrices de dimension 2 X 3. Pour des matrices dont
les éléments sont inconnus, on emploie la majuscule X, ¥ ou Z. On peut
également représenter par (al.j) ou (a; la matrice de dimension m par n

iymxn
formée des éléments a;. Dans une matrice

ay G o 4y

ay Ay a,
a;

aml am2 amn

les éléments de la ligne i
(@;15 s o5 Ay s a;,)
forment le i® vecteur ligne de la matrice. De fagon analogue, les éléments

de la colonne j
(alj; [ Y«

forment le j° vecteur colonne de la matrice.

mj)

Egalité de matrices

Deux matrices A, , et Bp>< 4 Sont égales si et seulement si :

* les deux matrices ont la méme dimension (m = p et n = g);

¢ les éléments de méme adresse sont égaux (a = b ; pour tout i et pour
tout j).

On emploie le signe d’égalité usuel comme symbole de I'égalité de

deux matrices.

EXEMPLERTEE]

Matrices et déterminants

32 1 5
0 7 -2 -3
4 2 -3 1

Matrice de dimension 3 par 4.

REMARQUE

On ne doit pas confondre a; qui
représente un élément, avec (al:j), qui
représente une matrice dont les élé-
ments sont les a;. Dans la plupart des
situations présentées dans le présent
ouvrage, les éléments des matrices
seront des nombres réels ou des
lettres représentant des nombres réels.

REMARQUE

Dans la définition de 1’égalité de deux
matrices, a; et blj désignent les él¢é-
ments de méme adresse des matrices
A et B respectivement. La condition
a;= sz pour tout i et pour tout j
signifie que tous les éléments ayant

la méme adresse doivent étre égaux
pour que les matrices soient égales.

Déterminer les éléments a; tels que les matrices A et B suivantes sont
égales

A=| 1 %2

_| 5 =2
ay anpn etB—( 3 4 )
M Solution

Les matrices A et B sont égales si et seulement si

a,,=5,a,=-2,a, =3 etay,, =4

REMARQUE

32)-(529)
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|
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#
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(\ Matrices02

REMARQUE

La somme de deux matrices est
définie si et seulement si elles ont

la méme dimension. On I'obtient en
additionnant les éléments de méme
adresse. Deux matrices de méme di-
mension sont dites compatibles pour
I’addition matricielle.

(\ Matrices03

Opérations sur des matrices

On peut effectuer directement des opérations permettant sur des matrices
pour en tirer différents éléments d’information. Dans la mise en situation,
si on veut connaitre, pour chaque journée et chaque sorte de jus, le total
des ventes dans les deux parcs, on fait la somme des éléments de méme
adresse des matrices B et M.

27 43 33 38 63 43 65 106 76
B+M=|36 68 58 [+|46 72 65 | =82 140 123
39 55 49 42 63 58 81 118 107

Addition de matrices

=Somme de matrices
Soit A = (al.j) etB = (bl.j), deux matrices de dimension mXn. La somme
de ces matrices, notée A + B, est une matrice de dimension mXxn dé-
finie par

A+B =)+ (b= (a;+b,).

—EXEMPLERTEW

Effectuer la somme des matrices A et B suivantes.

(3 4 -5 (a4 2 3
A‘(2—7 3)“3‘(5 3—2)'

B Solution

(3 4 =5 4 2 3)_(7 2 =2
A+B‘[2—7 3]+(5 3—2]‘(7-4 1)

Multiplication d’une matrice par un scalaire

On peut tirer plusieurs matrices du tableau des prix et des coiits de la mise
en situation. Par exemple, on peut écrire une matrice des prix de dimen-
sion 3x 1, une matrice des coiits de dimension 3X 1 ou simplement une
matrice des prix et des colts de dimension 3 x2.

1,00 0,40 1,00 0,40
P=]140| C=| 0,60 | A=|1,40 0,60
1,20 0,50 1,20 0,50

Supposons que le propriétaire de I'entreprise envisage de majorer ses prix
de 20%. Quelle serait alors la nouvelle matrice des prix? On l'obtient en
multipliant simplement chaque élément de la matrice des prix par 1,2,

1,2 x1,00 1,200\
(1+0,200P=12P=[1,2x1,40 |=| 1,68
1,2x1,20 1,44



Matrices et déterminants

L'opération qui a servi a calculer le nouvelle matrice des prix tenant compte
de 'augmentation et qui consiste a multiplier chaque élément d’'une matrice
par un scalaire (ou nombre) s’appelle multiplication par un scalaire. Elle
est définie comme suit.

Multiplication d’une matrice par un scalaire

Soit A = (a,), une matrice mXn et k, un scalaire (ou nombre). La mul- REMARQUE
tiplication de la matrice A par le scalaire k donne une matrice, notée Dans la plupart des cas étudiés dans
kA, définie par I’égalité le présent ouvrage, les scalaires sont

des nombres réels.

kA = k(a,) = (ka).

Cette équation signifie que chaque élément de la matrice A est multiplié
par le scalaire k.

EXEMPLEEEKIE)

Calculer 3A et kA, sachant que

B Solution

-6 9 3 2k 3k &
3A‘[ 12 6 15 jetkA‘( 4k 2k Sk )

En multipliant la matrice A par le scalaire —1, on obtient une matrice notée ARQUE
—A. Il suffit en fait d’inverser le signe de chacun des €léments de la matrice | . - cice nulle de dimension mxn
A. Ainsi, en multipliant par le scalaire —1 la matrice est 'élément neutre pour I'addition de

matrices de dimension mXxn. Cela si-
A:( 2 —i 3 } on obtient la matrice _A:{ -2 1 3 ] gnifie qu’en additionnant une matrice
-5 7 5 4 - A, €t la matrice 0, on obtient la
matrice A
L’addition de ces deux matrices donne 2 2 0 0 2 2
-5 5+ 0 0 |=|-5 -5
ArAy=| 2 -1 3 [ -2 1 3 ][00 0] 303 0 0 303
()(—547 5 4 0 0 O

Le résultat est une matrice dont tous les éléments sont nuls. On I'appelle
matrice nulle.

Matrice nulle

La matrice nulle de dimension mXxn est la matrice, notée 0 dont

tous les éléments sont nuls.

mxn’
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Propriétés des opérations

Les propriétés des opérations d’addition de matrices et de multiplication
d’une matrice par un scalaire sont présentées ci-dessous. Il est a noter que
les propriétés de I’addition de matrices sont analogues a celles de I’addition
de nombres réels.

PROPRIETES

REMARQUE

Une structure algébrique est un
ensemble muni d’opérations qui
satisfont a certaines conditions. La
qualité d’une structure dépend des
propriétés des opérations définies sur
les éléments de I'ensemble. Ainsi,

un ensemble muni d’une opération
d’addition pour laquelle les cinq pre-
mieres propriétés de la liste ci-contre
sont satisfaites a une structure de
groupe abélien.

O ProduitMatrice03

REMARQUE

Il est a noter que si A = (aij)mX”, la
transposée de A est A' = (aﬁ)nXm ou

Jj désigne une colonne de A et i une
ligne de A. On peut décrire 'effet de
la transposition sur les éléments de A

de la facon suivante :
t—
[(aij)mxn] - (aji)nXm
Il est facile de se convaincre que

[A]t = A.

Opérations d’addition et de multiplication par un scalaire

Pour tout A, Bet C € M, _, et pour tout p et g € R, les propriétés
suivantes sont vérifiées :

1. Fermeture de 1’addition :

2.

10.

A+BeM, .
Commutativité de 1’addition :
A+B=B+A.

. Associativité de 1’addition des matrices

A+B+C)=A+B)+C.

. Existence d’un €lément neutre pour 1’addition :

Il existe, dans M, , une matrice nulle, notée 0, telle que :

A+0=0+A=A.

. Existence d’un €lément opposé pour I’addition:

Pour toute matrice A€ M, _ , il existe, dans M une matrice
opposée, notée —A, telle que :

A+ (A =(A)+A=0.

mxn’

. Fermeture de la multiplication par un scalaire sur I’ensemble des

matrices :
pAe M

mxn'

. Distributivité de la multiplication d’une matrice par un scalaire

par rapport a I’addition de scalaires :
(» + @A =pA + qA.

. Distributivité de la multiplication par un scalaire par rapport a

I’addition de matrices :
p(A + B) = pA + pB.

. Associativité de la multiplication d’une matrice avec le produit

de scalaires :

(Pg)A = p(qA).
Existence d’un élément neutre pour la multiplication d une matrice
par un scalaire :

1A = A.

Transposition d’'une matrice

Matrice transposée

Soit A, une matrice de dimension 72X n. On appelle matrice transposée
de A, notée A', la matrice de dimension nxm dont la ¢ ligne est la ¢
colonne de A pour i = 1, 2, ..., m. Ainsi, la matrice transposée de la
A= (aij)an est la matrice définie par

A'= (b),y, O by = a

J



Matrices et déterminants

Autrement dit, I'’élément de la ligne i et de la colonne j de la matrice A est
I’élément de la ligne j et de la colonne i de la matrice transposée. De plus, si
la matrice A est de dimension m X n, la dimension de la matrice transposée
est nxm. Les matrices suivantes sont la transposée I'une de 'autre :

3

2
A:( 2 1 ﬁjmt: |
o 4 1

Matrices particuliéres

Il existe plusieurs matrices particulieres auxquelles on donne un nom des-
criptif.

Matrice carrée et diagonales principale et secondaire

a Z . . . Diagonale principale
Une matrice carrée d’ordre n est une matrice formée de n lignes et

n colonnes. Dans une matrice carrée, les éléments a,p> Qyys Anzy vy A, 5 2 7
constituent la diagonale principale. L'autre diagonale est appelée 6 4 2
diagonale secondaire. 3 9 5

Diagonale secondaire

Matrice triangulaire

; z : 3 3 P : 5 2 7
Une matrice carrée est dite triangulaire supérieure si a ii= 0, pour 0 4 2
tout i > j, c’est-a-dire que tous les éléments situés sous la diagonale 0 0 5

principale sont nuls. Matrice triangulaire

. P . . o O/ . supérieure
Une matrice carrée est dite triangulaire inférieure si a;;= 0, pour tout
i < Jj, c’est-a-dire que tous les éléments situés au-dessus de la diagonale 2 2 8
rincipale sont nuls. p
prmep 5 6 5
Matrice triangulaire
inférieure

Les matrices A et B ci-dessous sont respectivement triangulaire supérieure,
et triangulaire inférieure.

2 -3 4 2 0 0
A=l 0 6 2 | B=| 6 -6 0 | REMARQUE
0O 0 4 5 0 4 Sur une carte routi¢re, dans la ma-
trice des distances entre deux villes,
on omet généralement soit la partie
Matrice symétrique et matrice antisymétrique supérieure, ou la partie inférieure, car
Une matrice carrée est dite symétrique si : ce type de matrice est symétrique.
At=A. La diagonale principale d’une matrice
antisymétrique ne comporte que des
Une matrice carrée est dite antisymétrique si : Z6ros.
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4 cm

y 3em

REMARQUE

C

La matrice donnée ci-contre corres-
pond au tableau suivant, les en-tétes
de lignes et de colonnes représentant
les sommets du rectangle en moins.

Les matrices C et D ci-dessous sont respectivement symétrique et antisy-
métrique.

2 3 4 0 6 -5
C=| 3 6 2 | D=6 0 2
4 2 4 5 2 0

Les matrices ont de nombreuses applications, voici un exemple.

Soit un rectangle dont les c6tés mesurent respectivement 3 cm et 4

cm. Construire une matrice M dont I’élément a; représente la distance
géométrique entre les sommets i et j du rectangle.

H Solution

Puisque la figure a quatre sommets, la matrice est de dimension 4 x4.
La distance du sommet A au sommet C est donnée par le théoréme de
Pythagore; elle est de 5 cm.

La matrice recherchée est donc

W Wn kO
nNnwWoh
A O ww
Sk WNW

Il s’agit d’'une matrice symétrique, comme on s’y attend dans le cas d’une
matrice donnant les distances entre différents points.

5 0 0
0 2 0
0 0 -8
atrice diagonale
5 0 0
0 5 O
0 0 5
Matrice scalaire
1 0 O
0O 1 0
0 O

1
Matrice identité

Matrice diagonale et matrice scalaire

Une matrice carrée est une matrice diagonale si a;= 0 pour tout i # j,
c’est-a-dire si tous les éléments situ€s hors de la diagonale principale
sont nuls.

Si tous les éléments non nuls d’'une matrice diagonale sont égaux, elle
est dite scalaire.

Matrice identité

Une matrice identité d’ordre 7, notée I, est une matrice scalaire ot
tous les éléments de la diagonale principale sont égaux a 1.

bl 1 osii=]
Y 0 sii#j



Multiplication de matrices

Revenons a la petite entreprise qui emploie deux marchands ambulants
pour vendre du jus dans les parcs de la municipalité la fin de semaine.
Les tableaux suivants indiquent le nombre de bouteilles vendues en fin de
semaine.

PARC BEAUSEJOUR PARC DE LA MAIRIE
Jus Jus
Jour Orange Raisin Pomme Jour Orange Raisin Pomme

Vendredi 27 43 33
Samedi 36 68 58
Dimanche| 39 55 49

Vendredi 38 63 43
Samedi 46 72 65
Dimanche| 42 63 58

Le prix de vente et le colt unitaire des jus (en dollars) sont les suivants.

Jus Prix  Coft
Orange | 1,00 040
Raisin 1,40 0,60
Pomme| 1,20 0,50

Le propriétaire de I'entreprise veut calculer les revenus quotidiens au parc
Beauséjour durant une fin de semaine. Pour ce faire, il doit additionner les
produits du nombre de jus de chaque sorte par le prix de vente correspon-
dant. En notant P la matrice 3 1 des prix de vente, il obtient

27 43 33 1,00 126,80\ Vendredi
BeP=[36 68 58 || 1,40 |=|200,80 |Samedi
39 55 49 1,20 174,80 / Dimanche

Il est a noter qu’il s’agit du produit d’ une matrice 3x3 et d’'une matrice
3x1, et que le résultat est une matrice 3x 1. Si on effectue la méme opé-
ration en remplacant la matrice des prix par celle des prix et des cofts
unitaires, on obtient simultanément les revenus et les coits quotidiens.

40‘&% ¥
&
27 43 33 1,00 0,40 126,80 53,10"\ Vendredi
BeA=| 36 6858 |+|1,40 0,60 | =| 200,80 84,20 | Samedi
39 55 49 1,20 0,50 174,80 73,10 / Dimanche
33 Compariile, 3x2 32

‘\D"W

Matrices et déterminants

(\ ProduitMatriceOl

REMARQUE

Il est a noter que la matrice B com-
prend une ligne pour chaque jour
de fin de semaine et qu’il en est de
méme de la matrice produite B * P.

REMARQUE

Si, pour résoudre un probléeme
concret, on se demande quelle opéra-
tion il faut effectuer, on doit exami-
ner la dimension des matrices. Dans
la mise en situation, on multiplie une
matrice 3X3 et une matrice 3x2; il est
a noter que le 3 indiquant le nombre
de colonnes correspond aux trois
sortes de jus, tout comme le 3 dans
les dimensions de la matrice 3x2.
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REMARQUE

La multiplication de deux matrices Multiplication de deux matrices
est définie seulement si le nombre de .

colonnes de la matrice a gauche du Soit A - (aik)mXP o b= '(bkj)PXn’ i
symbole d’opération est égal au nom- matrices, noté A ¢ B (ou simplement AB), est une matrice C = (cl.j o
bre de lignes de la matrice a droite dont les éléments c;; sont définis par

du symbole d’opération.

deux matrices. Le produit de ces

Ty = ailblj + aizsz + al.3b3j + ..+ a. b . pour tout i et pour tout j.

= i PP
Ay * By = C"ii”
~ La dernicre égalité signifie que 1'élément C;i résulte du produit scalaire du
i° vecteur ligne de la matrice A et du j¢ vecteur colonne de la matrice B.
la,,b, +a;,b,, +al3b32|= Ainsi, I'élément de la premicre ligne et de la deuxieme colonne, soit ¢ ,,
— — 1 s’obtient en effectuant le produit de la premiere ligne de la matrice a gau-

che du symbole d’opération par la deuxieme colonne de la matrice a droite
du symbole d’opération. De méme, ’élément c,; résulte du produit de la
troisieme ligne de la matrice a gauche du symbole d’opération par la pre-
miere colonne de la matrice a droite du symbole d’opération.

ay dip i3

ayy Uyy Ao
Qs dzp dsg

ayby ) +az,by, +as3b5,= Gy

Multiplication de matrices EXEMPLEnm

Effectuer I'opération matricielle indiquée sur les matrices

7 4
A:(3_2 51 et B=|5 8
X3

-2 1 4 1 2 ’
. . 3x2
ProduitMatrice02
a)Ae*B b) Be A c)Ale Bt d) Bte A
B Solution
a) Les matrices sont compatibles et le produit est
7 4
A-B:( 3 -2 sl 21 :(16 61 .
2 1 4 )., 1 2 =35 8 )
3x2

b) Les matrices sont compatibles et le produit est

7 4 13 -10 51
- J 32 5) _
BeA=| 5 8 (2 1 4lx3 1 -2 57

1 2 ho N -1 0 13 4
¢) Les matrices sont compatibles et le produit est
3 2 13 -1 -1
AteB'=| 5 ] (Z ; 21)2 =/ -10 =2 0
5 4 Lo x3 51 57 13 fiu

c) Les matrices sont compatibles et le produit est

32
Bt,At=(7 5 11 I 2(16 -sl _
| 2 6 8 o

3x2




Propriétés des opérations matricielles

En examinant les résultats des opérations du dernier exemple, on constate
que
AeB # BeA

La multiplication de matrice n’est donc pas une opération commutative. On
constate également que

(AeB)!=B'e Al
et: (BeA'=A'eB!
Cet exemple illustre des propriétés de la multiplication de matrice que nous
énongons sans les démontrer.

PROPRIETES

Propriétés de la multiplication de matrice

Pour toutes matrices A, B et C de dimensions appropri€es et pour tout
scalaire p et ¢, la multiplication de matrice possede les propriétés
suivantes.

1. Distributivité a gauche sur 1’addition matricielle :
AeB+C)=(A*B)+ (A ().
2. Distributivité a droite sur 1’addition matricielle :
(A+B)eC=(AC)+(B-0).
3. Associativité de la multiplication de matrices :
Ae(BeC)=(A*B)°C.
4. Existence d’un élément neutre pour la multiplication de matrices :

Amxn ¢ Il’l = Amxn
In ¢ anm = anm.

5. Associativité pour la multiplication par un scalaire :
PA* gB =pg(A*B).

PROPRIETES

Propriétés de la transposition des matrices

Pour toutes matrices A et B de dimensions appropriées et pour tout
scalaire k, la transposition possede les propriétés suivantes.

1. (A=A

2. (A + B)'= Al + B
3. (A*B)'=Bte Al
4. (kA)' = kA

Résolution de problémes

Revenons a la mise en situation (marchands ambulants). En multipliant les
matrices transposées A et B, on obtient

Matrices et déterminants

REMARQUE

La matrice identité d’ordre n est
I’élément neutre de la multiplication
des matrices du méme ordre. Cela
signifie que lorsqu’on multiplie une
matrice A, par la matrice identité

I le résultat est la matrice A, .
2-3 2 100 2-3 2
-5 4-21¢|0 1 0|=}-5 42
1 3 6/\00 1 1 3 6

Elle est également neutre pour la
multiplication a droite et la multipli-
cation a gauche avec des matrices
compatibles.

2 7 i 2 7
-5 -2 -(0 l) =5 -2
3 1 3 1

b G673

en)

REMARQUE

La poursuite de la mise en situation
montre bien qu’il est possible d’uti-
liser plus d’'une opération matricielle
pour répondre a une question.
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(P’ ProduitMatrice04

REMARQUE

Ne pas oublier que pour établir 'opé-
ration a effectuer, il faut tenir compte
des dimensions des matrices et des
unités associées a ces dimensions.

1 x3e¢3x%x3
QxM MxP

QD . g
b@b S @Q&
27 36 39 & o &
Aagi (100 140 120\ [0 20 0} (126,80 200,80 174,80\ Revenus
0,40 0,60 0,50 “| 53,10 8420 73.10) Coiits

33 58 49
2x3 3x3 23

Compatibii N
W\
Dimension dv prod®

Le produit est une matrice 2x3 qui donne les revenus et les colts pour
chacun des jours de fin de semaine. Elle est effectivement égale a la trans-
posée de la matrice donnant la méme information sur deux colonnes, cal-
culée plus haut. :

27 43 33 1,00 0,40 126,80 53,10 \\ Vendredi
BeA=| 36 68 58 || 1,40 0,60 | =| 200,80 84,20 | Samedi
39 5549 1,20 0,50 174,80 73,10 / Dimanche

3x2
3%3 Compagibitie, 3*2 &5
T

Dimension du produit

Si le propriétaire de I’entreprise souhaite déterminer la quantité de chaque
sorte de jus vendus au parc Beauséjour durant la fin de semaine, il doit
effectuer une multiplication de matrices ayant pour effet d’additionner les
éléments de chaque colonne de la matrice B. C’est-a-dire qu’il doit effec-
tuer la multiplication suivante :
g .o )
7 43 33 & s
(1 1 DeB=(1 1 1)¢|36 68 58|= (102 166 140)
39 55 49

Si le propriétaire veut déterminer la quantité totale de jus vendue au parc
Beauséjour chaque jour de fin de semaine, il doit additionner les éléments
de chaque ligne de la matrice B. C’est-a-dire qu’il doit effectuer la multi-
plication suivante :

1 27 43 33 1 103\ Vendredi
Bell =36 68 58| 1 |=]162 | Samedi
1 39 55 49 1 143 / Dimanche

Le propriétaire peut aussi calculer le profit réalisé chaque jour a l'aide
d’une opération matricielle. Puisque le profit est égal aux revenus moins
les cofits, il doit effectuer la multiplication suivante.

126,80 53,10 1 73,70\ Vendredi
200,80 84,20 | ( ]) = (116,60 |Samedi
174,80 73,10/ 01,70 / Dimanche



EXEMPLERIRE]

Matrices et déterminants

Vous avez besoin de matériaux pour isoler votre sous-sol, soit 18 montants,
8 panneaux de placoplatre et 2 sacs de laine isolante. Vous téléphonez
a quatre quincailliers locaux pour savoir lequel offre les meilleurs prix.
A votre grande surprise, ceux-ci varient beaucoup d’une quincaillerie
a lautre. Vous regroupez les informations que vous avez obtenues dans
un tableau semblable au suivant.

. Quincaillerie
Matériau
Q Q, Q, Q,
Montant 1,I0$ | 099$ | 094% | 0828
Panneau de
placoplatre 595% | 570% | 599% | 625%
Sac d’isolant 2795% | 28,09% | 2795% | 27,99%

Déterminer le cofit total des matériaux requis pour chacune des quin-
cailleries et indiquer laquelle offre le meilleur prix s’il faut acheter tous
les matériaux au méme endroit.

B Solution

1.Structurer les données
Les informations sur les prix des matériaux selon les quincailleries sont
déja structurées. L'information sur les quantités de matériaux est donnée
sous forme structurée dans le tableau suivant.

Matériau Quantités
requises

Montant 18

Panneau de

placoplatre 8

Sac d’isolant 2

2.Associer une matrice a chacun des tableaux

18 L10 099 0094 082
A=| g |etB=| 595 570 599 6,25
2 27,95 28,09 27,95 27,99

3.Etablir les opérations a effectuer

On peut déterminer le coiit total des matériaux pour chaque quincaille-
rie en calculant le produit matriciel A'e B, ¢’est-a-dire le produit de la
transposée de la matrice des quantités par la matrice des cofts.
4.Effectuer I'opération
1,10 0,99 0,94 0,82
A"eB=(18 8 2)s| 595 570 599 6,25
27,95 28,09 27,95 27,99

=(123,30 119,60 120,74 120,74)
5.Répondre a la question

Puisqu’il faut acheter tous les matériaux au méme endroit, c’est a la
deuxieme quincaillerie qu’on peut se les procurer au coit le plus bas.
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Matrices carrées

Deux matrices carrées de méme ordre sont toujours compatibles pour la
multiplication matricielle et le produit est toujours une matrice du méme
ordre que les matrices multipliées.

23] J 5-4) _[ 813
155, (=6 7 ), (3539 ),

Les matrices carrées sont intéressantes a plusieurs égards. En particulier,
on peut multiplier une matrice carrée par elle-méme. On emploie un expo-
sant pour désigner un tel produit. Par exemple, si A est une matrice carrée,
on écrit

A2=AeA et A3S=AeA*A

En général, A"=AeAe . 2 A
\—_\{—J

n facteurs

EXEMPLEREIEN]

Calculer A2, B2 et C3 ou

gof10)[10)[f10
20)l20) (20
, (05 1)(f0o-51)(00-10
C'={0 020 02500 O
0 00)0 00) o0 O
. 00-10){0-51)({000
C’=C’+C=/0 0 01]0 02000
00 0)lo o00)looo

REMARQUE

La matrice B de I'exemple 11.1.7 est
idempotente, et la matrice C de est
nilpotente. L'indice de nilpotence de
C est 3. Il est a noter que, pour tout
n=3,onaC"=0.Le nombre 3 est le
plus petit entier pour lequel C" = 0.

Matrice idempotente

Une matrice carrée A est dite idempotente si et seulement si

A?=A.

Matrice nilpotente

Une matrice carrée A est dite nilpotente s’il existe un entier positif
n tel que A" = 0. Le plus petit entier positif tel que A" =0 est appelé
indice de nilpotence de la matrice.



l Un pelil’histoirew
JAMES JOSEPH SYLVESTER
1814-1897

ames Joseph Sylvester naquit en 1814. Il fut
J admis au St. John’s College, a Cambridge,

en 1833. Malgré de brillantes études, il n’ob-
tint pas de dipléme car, a I'’époque, il fallait préter
allégeance a I'Eglise d’Angleterre pour recevoir un
dipléme et Sylvester, qui était juif, refusa.

A partir de 1838, il enseigna la physique trois
ans au University College de Londres, un des
seuls établissements qui n’exergait pas de dis-
crimination religieuse. En 1841, il accepta un |
poste a I’Université de Virginie, mais 'abandonna =
au bout de trois mois a cause de conflits avec
des éleves. De retour en Angleterre, il ne parvint pas a
trouver un emploi a la mesure de son talent et il pratiqua
le droit et I'actuariat tout en donnant des cours privés de
mathématiques. Durant cette période, il fit la connaissance
d’Arthur Cayley qui exercait lui aussi le droit. Quoique de
tempéraments différents, ils devinrent amis et échangerent
sur des problémes mathématiques.

| Un pelil’histoire]
ARTHUR CAYLEY
1821-1895

rthur Cayley, un mathématicien anglais,
Adébuta ses études au Trinity College de

Cambridge en 1838 ou il obtint un dipléme
en 1842. Il enseigna d’abord & Cambridge mais,
pour subvenir a ses besoins, il s’initia au droit et fut
admis au barreau en 1849. Durant ses études de
droit, il assista a des conférences de Hamilton sur
les quaternions. Il fit ainsi la connaissance de Sal-
mon et de Sylvester, qui pratiquaient également
le droit. Cayley exerca le métier d’avocat durant
14 ans, sans jamais négliger ses recherches en mathéma-
tiques. Il publia environ 250 mémoires. Il effectua un retour
a Cambridge en 1863, ou il occupa un poste d’enseignant
en mathématiques pures jusqu’en 1895. Ce changement
entraina une importante diminution de rémunération, mais
Cayley fut heureux d’avoir la chance de se consacrer entie-
rement aux mathématiques. Durant cette période, il publia
plus de 900 articles sur la plupart des sujets mathémati-

Matrices et déterminants

| Toujours attiré par la carriere de professeur
' de mathématiques, Sylvester réussit a obtenir
" un poste au Royal Military Academy de Woo-
. |wich en 1854. Il y demeura jusqu’en 1869,
I’age de la retraite étant de 55 ans dans cet
établissement. En 1877, il accepta la chaire de
. mathématiques du John Hopkins University
et, en 1878, il fonda I’American Journal of
. Mathematics, soit le premier périodique ma-
thématique aux Etats-Unis. En 1884, alors 4gé
de 70 ans, il retourna en Angleterre et occupa
la chaire de géométrie d’Oxford. Il se retira
en 1892; il souffrait de pertes de mémoire et
était presque aveugle. Sylvester réalisa d’importants travaux
sur la théorie des matrices apres avoir été sensibilisé a ce
sujet lors de ses échanges avec Cayley. En particulier, il
utilisa la théorie des matrices pour étudier les géométries
de dimension supérieure.

. ques. Ses principales contributions portent
sur l'algebre des matrices, la géométrie non
euclidienne et les géométries a n dimensions.
En 1854, il rédigea deux articles donnant un
apercu intéressant sur la théorie des groupes.
Le sujet était nouveau et les seuls groupes
connus étaient des groupes de permutations.
Cayley définit les groupes abstraits et en
dressa une table de multiplication. Il constata
que les quaternions et les matrices forment
des groupes. C’est dans un mémoire publié en francais
en 1855, intitulé Remarques sur la notation des fonctions
algébriques, qu’il introduisit les notions de base de I'alge-
bre des matrices. Cependant, c’est dans un article paru
en 1858, Memoir on the Theory of Matrices, qu’il définit la
somme de deux matrices, la multiplication d’une matrice par
un scalaire et la multiplication de deux matrices. Il énonca
également les propriétés de ces opérations.
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()] EXERCICES

1. Effectuer, si possible, les opérations suivan-

2 6 -5
d)-5|5-3[|+4]|2-3
7 12 7 -2

2. Pour chacune des figures suivantes, construire une
matrice M ou I’élément a, est la distance géomé-
trique entre les sommets 7 et j du polygone.

1

1

2

a) - b)
JAS
3 2 4

4 cm

3

c)1

4

B

8 cm

©wo g

¢) La partie patronale propose plutdt des augmen-
tations forfaitaires intégrées aux échelles sala-
riales; elle offre 850 $ la premiére année, 700 $
la deuxieme année et 600 $ la troisiéme année.
Déterminer la matrice des échelles salariales
pour la troisiéme année de la convention dans
le cas ou cette offre serait acceptée.

. Un systeme peut étre dans trois états différents,

soit E, E, et E,. Il peut changer d’¢€tat lorsqu’il
est soumis a une excitation suffisante. Le graphe
suivant donne les probabilités de transition d’un
état vers un autre. Déterminer la matrice M ou
I’élément a, est la probabilité de passer de I’état i
al’étatj.
0,5
B

0.4

3. Les figures suivantes comportent 6 sommets,
numérotés de 1 a 6. Construire une matrice M ou
I’élément a est la longueur du plus court chemin
entre le sommet i le sommet j.

a) /2 b 12ma ¢ 12
6 S 3 6 3
5 4 2
5 4 5 4

4. Le tableau suivant présente les échelles de salaire
des employés d’une entreprise selon le diplome et

. Vous étes responsable de la gestion des stocks dans
une entreprise de production de vaisselle en plas-
tique de différents formats. Le nombre de caisses
en entrep6t est donné dans le tableau suivant.

Format
Article [ petit moyen grand
Verre 8 5 12
Assiette 10 4 8
Tasse 2 3 1
Bol 1 4 5

le nombre d’années de service.

Diplome

Nombre d’années de service

0a5 5al0 10a15 Plusde 15
Sans DES 15500| 16 800 | 18200 | 19 300
DES 18 300| 19700 | 22 600 | 24 500
DEC 24 000| 26 500 | 29400 | 31200
Universitaire| 35 000| 39 500 | 43200 | 46 800

a) Représenter les échelles salariales par une ma-
trice.

b) Des négociations sont en cours pour le renouvel-
lement de la convention collective et le syndicat
demande des augmentations de salaire de 4,5 %
la premiere année, de 4 % la deuxiéme année
et de 3,5 % la troisiéme année. Déterminer la
matrice des échelles salariales de la troisieme
année de la convention dans le cas ou les de-
mandes du syndicat seraient acceptées.

Le département de production vous achemine la
vaisselle fabriquée au cours de la journée; les quan-
tités sont données dans la matrice R (réception).
De plus, au cours de la journée, vous avez expédié
plusieurs caisses et ces envois sont consignés dans
la matrice E (expédition).

12 4 5 9 2 6
| 8 2 1 | 3 4 2
R‘043’E‘124
5 3 4 556

a) Calculer les quantités en entrepdt a la fin de la
journée.

b) La matrice C suivante représente les comman-
des que vous devriez expédier le lendemain.
Indiquer quels articles il est urgent de produire
pour répondre a la demande.



4 6 5
135 2
C= 4 0 3
34 5
23
7. Soit A=( 3—2)13:(2—1 3)etC= 31
4 5 352 5

10.

Déterminer lesquelles des opérations suivantes sont
définies et les effectuer

a) 2A! ¢)3C!

b) 3B d)(A + B)"
2 2 4

Soit A = 1 -3 4
12 3

a) Calculer A + A".
b) Qu’est-ce qui caractérise A + A' dans le cas ou
A est une matrice carrée ?

. Quatre fioles contiennent chacune 20 mL d’un

mélange de trois substances. La composition (en
millilitres) du contenu de chaque fiole est donnée
dans le tableau suivant.

‘ Sl SZ S3

F,| 4 10 6
FE, 2 8 10
F,| 6 12 2
F,| 10 2 8

a) On ajoute dans chaque fiole les quantités de S,
et S, indiquées dans le tableau suivant. Déter-
miner la matrice 7 des nouvelles quantités des
substances dans chacune des fioles.

F, F, F, F,

S| 2 1 3 2

S 4 2 6 2

b) Apres I’ajout, les fioles contiennent-elles toutes
le méme volume de mélange?

c) Apres avoir effectué 1’opération décrite en a),
on retire 20% du volume de chacune des fioles
apres les avoir agitées afin que le mélange soit
homogene. Déterminer la matrice R qui des
nouvelles quantités des substances dans chacune
des fioles.

Effectuer les opérations suivantes, si elles sont
définies.

2343473
w(34){3 )

11.

12.

13.

14.

15.

Matrices et déterminants

3 -5
t B=
¢ (2 3)
9

Est-ceque AeB=B°A
32 |p2-1 3 -
4 S)B_(3 5—2)6“7‘

Dire lesquelles des opérations suivantes sont défi-
nies et effectuer celles qui le sont.

a)AeB c)BeC
b)Ate B d)AeC

23
=31
45

Soit A:(

Soit la matrice A = ( 421 é ) Construire une matrice
b
non nulle B = Z 4 | telle que
21 |lab ||]0O0
4 2 cd 00
Dans ce cas, est-ce que A*B=B*A=07?

Illustrer a I’aide des matrices A et B la non-com-
mutativité du produit matriciel.

1 4
a)A:i‘?‘s‘),B= 25
36
_[-1 3 _[2 1
b) A= 2—6)’3_(3 1)
143 2 1 -3
©)A=| 2 52 |,B=[4 7 2
365 51 3

d) Existe-t-il des matrices A et B telles que
A B =Be*A ?Justifier la réponse.

Vérifier si les matrices A et B possedent les pro-
priétés suivantes de la transposition

(A+B) =A +Blet(AeB)=BeA.
(2 -3) 5[4 5
a)A‘(4 7)’3‘[3—2j

1 4
b) A=(i ‘3 g‘),B= 25
36



16.

17.
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Une usine de meubles non peints fabrique des
bureaux, des chaises et des tables. Le temps, en
heures, que met chaque atelier pour fabriquer ces
meubles est donné dans le tableau suivant.

Atelier Bureau |Chaise | Table
Sciage 3 2 3
Assemblage 2 1 2
Sablage 2 1 1

a) La compagnie a recu des commandes pour 25
bureaux, 32 chaises et 16 tables. Déterminer le
temps requis par chaque atelier pour produire
les meubles commandés.

b) Sachant que le salaire des travailleurs de 1’ate-
lier de sciage est de 10,75 $/h, alors que les
assembleurs gagnent 7,53 $/h et les sableurs
8,25 $/h, déterminer les cofits de main-d’ceuvre
des meubles commandés.

¢) Déterminer les cofits de main-d’ceuvre unitaires
pour chaque type de meubles.

Une usine de meubles fabrique trois modeles de
bureaux, soit M|, M, et M. La fabrication des di-
vers modeles nécessite des quantités différentes de
bois, de contreplaqué et de panneaux d’aggloméré,
comme |’indique le tableau suivant. La quantité
de bois est en unités de longueur, alors que celles
de contreplaqué et d’aggloméré sont en unités de
superficie.

Modele
Matériau M, M, M 5
Bois 9 12 11
Contreplaqué | 1,2 2 1,6
Aggloméré 1,2 0,8 1,4

a) L’usine a des commandes pour 50 bureaux du
modele M, 65 bureaux du modele M, et 52
bureaux du modele M,. Quelles quantités de
matériaux doit-elle acheter pour réaliser ces
commandes?

b) Le temps de production des bureaux (en minutes)
est donné dans le tableau suivant, pour chaque
atelier. Déterminer le temps requis par chaque
atelier pour réaliser les commandes.

18.

19.

20.

21.

22.

Modele
Atelier M, M, M,
Sciage 60 70 65
Assemblage, 35 40 45
Sablage 40 55 70

Montrer que les matrices suivantes sont idempo-
tentes.

2 -1 1
a>(g;§) | 2 32
4 4 3

Montrer que les matrices suivantes sont nilpotentes
et donner leur indice de nilpotence.

-1 -5 2
a)| -1 2 1
-3 -6 3
a Sa 2a
b)| a 2a -a
3a 6a —3a

c) Si A est une matrice nilpotente d’indice 3, est-
ce que la matrice aA est nilpotente? Si oui, les
matrices A et aA ont-elles le méme indice de
nilpotence pour tout scalaire a ?

d) Montrer que, si A est une matrice nilpotente
d’indice 3, alors la matrice aA est également
une matrice nilpotente d’indice 3 quel que soit
le scalaire a.

e) Montrer que, si A est une matrice nilpotente
d’indice n, alors la matrice aA est également
une matrice nilpotente d’indice n quel que soit
le scalaire a.

o1 3 =2
801tA_(4_5 3)

a) Calculer A A'et A'e A.

b) Qu’est-ce qui caractérise A ® A' et A'e A quelle
que soit la matrice A ?

c) Démontrer la propriété des matrices énoncée
en b).

Pourquoi la formule (A + B)*> = A> + 2AB + B2, vé-
rifiée pour les nombres réels, n’est-elle pas valable
pour les matrices carrées d’ordre n ?

124
032
002

Calculer A%, A® et A*. Que suggérent ces calculs ?

Soit A =



Matrices et déterminants

£i) DETERMINANT

Mise en situation

Soit le systeme de deux équations a deux inconnues

L ) x-2y=-8
L, | 3x+5y=9

La représentation graphique de chacune de ces équations est une droite et
résoudre le systéme signifie trouver les valeurs des variables qui satisfont
aux deux équations. La marche a suivre consiste a construire un second
systeme d’équations en éliminant une inconnue de la deuxiéme équation.
Dans le cas présent, en soustrayant trois fois la premiére équation de la
deuxiéme, n obtient y A,

L {x—Zy:—S _ L {x—2y=—8 /

DéterminantO1

L, | 3x+5y=9 L,-3L, 11y=33
De la deuxiéme équation, on tire y = 3 et, en remplagant y par sa valeur X
dans la premicre équation, on obtient x = —2. A

Il est souvent intéressant d’employer des lettres, au lieu de nombres lors-
qu’on applique une procédure. Cela permet de découvrir des aspects que
I’emploi des nombres ne met pas en évidence. Si on prend les lettres a,
b, c et d comme coefficients non nuls des variables x et y et e et f comme
constantes, on obtient le syst¢tme de deux équations linéaires a deux in-
connues

ax+by=e
cx+dy=f

L’élimination de la variable x de la deuxiéme équation donne

ax+by=e _ L, ax+by=e
ex+dy=f  al,-cL, | (ad—cb)y=af —ce

Si ad — cb # 0, on peut isoler y et on obtient
_af —ce
 ad—-bc
et en substituant cette expression a y dans la premiere équation, puis en
isolant x, on obtient :
= ed— fb
ad—bc

La solution du systéeme est donc

x=fd=I oA mce
ad —bc ad —bc
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REMARQUE

Pour obtenir le déterminant du numé-
rateur de x, on remplace la colonne
des coefficients de cette variable par
la colonne des constantes dans le
déterminant de la matrice des coeffi-
cients.

Pour obtenir le déterminant du numé-
rateur de y, on remplace la colonne
des coefficients de cette variable par
la colonne des constantes dans le
déterminant de la matrice des coeffi-
cients.

On remarque que le dénominateur des deux expressions est ad — bc. 1l doit
étre différent de O pour que le systéme ait une solution unique. De plus, les
parameétres sont les coefficients des variables du systeme d’équations

ax+by=e
cx+dy=f

Il est possible d’écrire un systeme d’équations de ce type a 1’aide de ma-

[CO0)-0)

On représente la différence de produits ad — bc par un tableau de nombres

trices :

bordé de droites verticales afin de le distinguer de la matrice des coeffi-
cients :

Ccl Z ‘ =ad—cb

—

La valeur de I’expression ad — cb est appelé déterminant de 1a matrice des
coefficients du systeéme d’équations, on note celui-ci « det A ». Le systéme
d’équations a une solution unique si det A # 0.

Les numérateurs des expressions de x et de y respectifs s’expriment aussi

b
d
b a '
d c

11 suffit de calculer ces déterminants pour résoudre le systéme d’équations

sous forme de déterminants :

o Q
LS|

et y=

o Q |

La méthode de résolution d’un systeme d’équations décrite ci-dessus est
appelée méthode de Cramer. Elle se fonde sur le calcul de déterminants,
procédure que nous allons décrire en posant quelques définitions.

Déterminant d’ordre 2

ayp ap
dy ap

Soit A= . une matrice carrée d’ordre 2.

Le déterminant de la matrice A est défini par :

app ap
ay; dap

dCtA= =a11a22 —a21a12.




Matrices et déterminants

EXEMPLE SEIER)

Calculer le déterminant de la matrice

A=(?l» -2 j

B Solution
Le déterminant est

(RL4=‘? —i‘=[3x4}{1xezn=12+2=14

PROCEDURE

Méthode de Cramer

1. Calculer le déterminant de la matrice des coefficients des variables
afin de s’assurer que le systeéme d’équations a une solution unique,
c’est-a-dire que det A # 0 ou A est la matrice des coefficients.

2. Construire et calculer le déterminant associ€ a la i¢ inconnue en
substituant la colonne des constantes a la colonne des coefficients
de cette inconnue. On obtient ainsi det A, pour i = 1, 2.

3. Calculer le quotient du déterminant associ€é a 1’inconnue sur le
déterminant de la matrice des coefficients : x, = (det A)/(det A).

4. Répéter les étapes 2 et 3 pour chaque inconnue.

EXEMPLERTEXA

Utiliser la méthode de Cramer pour résoudre le systéme d’équations
suivant.

2x+3y=5
3x+4y=38

M Solution
Le déterminant de la matrice des coefficients est

‘2 3‘:8—9:—1¢0

3 4
Le déterminant étant différent de zéro, le systeéme a une solution uni-
que :
‘5 3‘ ‘2 5‘
. 8 4 _ 20-24 Wl ot y= 38 :16—15 —1
-1 -1 -1 -1

La solution unique est donc le couple (4; —1).
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(\ Déterminant02

REMARQUE

La signature est positive lorsque i + j
est pair, et négative lorsque i + j est
impair. En pratique, lorsque la signa-
ture d’un élément est négative, on
change le signe de son mineur pour
obtenir le cofacteur. Si la signature
est positive, on conserve le méme
signe. La signature des éléments al-
terne d’un élément a l'autre lorsqu’on
se déplace sur une méme ligne ou
une méme colonne. Les illustrations
ci-dessous donnent la signature des
éléments d’une matrice carrée d’ordre
3 et celle des éléments d’une matrice
carrée d’ordre 4.

+
|
+
|

+
|
+
|

Déterminant d’ordre n

On généralise la notion de déterminant a une matrice carrée d’ordre n a
I’aide des notions de sous-matrice et de cofacteur qui servent a ramener le
calcul d’un déterminant d’ordre n au calcul de déterminants d’ordre 2.

Sous-matrice d’une matrice carrée

Soit A, une matrice carrée telle que n > 2. On appelle sous-matrice
Al la matrice d’ordre n — 1 obtenue en supprimant la ¢ ligne et la j°
colonne de la matrice A.

Mineur et signature d’un élément d’'une matrice carrée

Soit A, , une matrice carrée telle que n = 2. Le mineur d’un €lément
a, de A est le déterminant de la sous-matrice Aij. On note Mij le mineur
de I’élément a,

La signature d’un ¢lément a, le nombre (—1)"*/.

Cofacteur d’un élément d’une matrice carrée

Le cofacteur d’un élément a, d’'une matrice carrée A se note C, et il
est €gal au produit du mineur M par la signature de a,, soit :
Uj Y

Cij = (—1)f+fMij.
—EXEMPLERTEI)
5 2 -3
Soit la matrice A=| —_¢ 4 7 | Déterminer :
8 -1 4

a) la sous-matrice A ;; ¢) le cofacteur de a,,.

b) le mineur de a,;
u Solution

a) Pour obtenir la sous-matrice A,,, on €limine la deuxieme ligne et la
troisieme colonne de la matrice A, ce qui donne

b) En éliminant la premicre ligne et la deuxieme colonne de A, on obtient
la sous-matrice A , :

Le mineur de a,, est le déterminant de la sous-matrice A,
M, = 0 7 |=24_56=-32.
12 8 4 56=-3

¢) Le cofacteur de I’élément a,, est le produit du mineur M,, et de la
signature a,,

Cy =) My, = (1)

S 3 1-_1(35-18)=-17
3 7‘ (35-18)=—17.




Déterminant d’une matrice carrée d’ordre n

Le déterminant d’une matrice carrée d’ordre n s’obtient en calculant les
produits de chaque €lément d’une ligne (ou d’une colonne) quelconque
par son cofacteur, puis en additionnant tous les produits

—EXEMPLEETIEWA

Matrices et déterminants

REMARQUE

Nous avons déja calculé des déter-
minants dans le chapitre précédent,
quand nous avons effectué le pro-
duit vectoriel et le produit mixte de
vecteurs.

32 1
Soit la matrice A=| 2 -3 4
5 -1 2

a) Développer le déterminant A selon la premiére ligne.
b) Développer le déterminant A selon la deuxiéme colonne.

B Solution
a) En développant le déterminant suivant la premiere ligne, on obtient

32 1
5 -1 2

=3(=1)° M, +(2)(=1)’ M, +1(-1)* M,
=3(-6+4)+2(4-20)+1(-2+15)=-6-32+13=-25.

b) En développant le déterminant suivant la deuxi¢éme colonne, on ob-

tient :
32 1
5 -1 2

=2x(=1)* My, +(B3)x (=1)* My, +(=1)(=1)’ M 3,
=2(4-20)-3(6-5)+1(12-2)=-32-3+10=-25.

Développement de Laplace

Déterminant d’une matrice (développement de Laplace)

Le déterminant d’une matrice carrée A d’ordre n est

si on le développe selon une ligne p quelconque,

detA=a C +a C_ +..+a C .
plpl p2 " p2 pnpn

si on le développe selon une colonne r quelconque,
detA=q C +a,C +..+aC
r1r 2r  2r

nr nrt

A premiére vue, il est étonnant qu’on obtienne le méme résultat en dé-
veloppant suivant n’importe quelle une ligne ou colonne. On découvre la
clé de I’énigme en développant un déterminant dont les éléments sont des
lettres plut6t que des nombres. Soit le déterminant

Déterminant03

REMARQUE

Cette définition indique comment
calculer un déterminant. On choisit
d’abord une ligne (ou une colonne),
puis on multiplie chaque élément de
cette ligne (ou de cette colonne) par
son cofacteur et on fait la somme de
tous les produits.
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REMARQUE

Dans le terme a, a,, a,,, le facteur a,,
provient de la premiere ligne et de la
deuxieme colonne, le facteur a,, de la
troisieme ligne et de la premicre co-
lonne, et le facteur a,, de la deuxieme

ligne et de la troisiéme colonne.

Dans le terme a, a,, a,,, le facteur a,
provient de la premiere ligne et de la
troisicme colonne, le facteur a, de la
deuxieéme ligne et de la premiere co-
lonne, et le facteur a,, de la troisieme

ligne et de la deuxiéme colonne.

REMARQUE

Puisque le déterminant d’une matrice
carrée est unique, on peut définir le
déterminant comme une fonction

qui associe a toute matrice carrée un
nombre réel donné par le développe-
ment de Laplace.

ap dp a3
a1 dy a4y

asy ds
asy dsz dsz

asy; dsz

= a1 (Ayas3 — Axpys) — A1y (Ay1a33 — A31453) + a13(ay a5, — azdy;)
= a1y A3z — A11A3p0)3 — A1y A3z + A1y A3 )3 + 130,103y — A13d310y) -

Le développement comprend six termes contenant chacun trois facteurs.
De plus, les trois facteurs de n’importe quel terme proviennent de trois
lignes et de trois colonnes distinctes. Que le développement se fasse sui-
vant n’'importe quelle ligne ou colonne, on obtient toujours les mémes six
termes et les le mémes signes, c’est-a-dire la méme valeur pour le déter-
minant. De plus, on peut regrouper les six termes deux a deux de manicre
a mettre en évidence les éléments d’une ligne ou d’une colonne, et c’est ce
qui explique que le déterminant est identique quelle que soit la ligne ou la
colonne choisie. Le truc du magicien est dévoilé!

PROCEDURE

Calcul d’un déterminant a I’aide des cofacteurs

1. Choisir une ligne ou une colonne pour calculer le déterminant.

2. Multiplier chaque €élément de la ligne ou de la colonne choisie par
son cofacteur (ne pas oublier la signature).

3. Faire la somme des produits obtenus.

EXEMPLE TN

2 1 -3 4
Calculer le déterminant de la matrice A= % g 8 _61
.Solution 45 28

Puisqu’on peut calculer le déterminant selon n’importe quelle ligne ou
colonne, on choisit celle qui comporte le plus de zéros. On développe
donc le déterminant suivant la troisiéme colonne :

2 1-3 4
det A= % ; 8—61 = -3C,3+0C,; +0C3;+2C,3.
4 -5 2 8

On développe ensuite chaque déterminant que
sont les cofacteurs suivant leur premicre colonne :

2 5 -1 21 4
detA=-3] 3 2 6 |-2|2 5 -1
4 -5 8 32 6

=—3[2(46)—3(35)+4(32)] - 2[2(32) - 2(=2) + 3(=21)]
=—3[92—105+128]-2[64 + 4 — 63] =—355.

Le déterminant de A est donc —355.




Matrices et déterminants

Méthode de Cramer

On peut résoudre un systeme d’équations a l'aide des déterminants, en ap-
pliquant la méthode de Cramer, seulement si le nombre d’inconnues est
égal au nombre d’équations et que le déterminant de la matrice des coeffi-
cients est différent de 0. Ainsi, la méthode de Cramer permet de résoudre
un systéme ayant une solution unique, puisque la condition nécessaire et
suffisante pour que le systeéme ait une solution unique est que le détermi-
nant soit non nul.

THEOREME

Méthode de Cramer ( Déterminant04

Soit un systeéme de trois équations a trois inconnues

ayx+apy+a;z=>b app dp 43
ayX+ayy+az=b, et detA=| a,, a,, axy
azyx+asy+asz=>b; az; dz dszg

Ce systeme admet une solution unique (x;;x,;x,)= (k;k,; k,) si et seu-
lement si le déterminant de la matrice des coefficients est différent de
0. La solution est alors

by ap ap ay b oap ay ap b
by, ay ay; Ay by apy ay ay by
by asy, as; as by as as az bs
kl =] , k2 = , K3 =
detA det A detA
—EXEMPLESTETA
2x-3y+5z=-8
Résoudre le systeéme d’équations : 4x-2y+z=12
x+5y—z=-3
B Solution
On calcule d’abord le déterminant de la matrice des coefficients :
2 3 5
4 2 1|=89#0
1 5 -1
Le déterminant étant non nul, le systéme admet une solution est unique,
soit
-8 -3 5 2 -8 5
12 -2 1 4 12 1
-3 5 -1 267 1 3 -1 -178
= = = 3’ y = = = —2
89 89 89 89
2 3 -8
4 -2 12
e 1 5 -3 =—356=_4.
89 89

Donc, 'unique solution du systeme est (3; —2; —4).
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l Un pe‘ii’histoirew
1749-1827

tronome, physicien et mathématicien. Il

naquit en 1749 a Beaumont-en-Auge, en
Normandie, et mourut a Paris en 1827. || étudia
au college bénédictin de son village natal, puis
entra a I'Université de Caen a 16 ans. Attiré par
une carriére ecclésiastique, il étudia d’abord
la théologie mais découvrit ses aptitudes en
mathématiques pendant son séjour a Caen, il
publia un mémoire sur les différences finies
dans le bulletin édité par Lagrange.

P ierre Simon, marquis de Laplace, fut as-

Ayant décidé de faire carriere en mathématiques, Laplace
quitta Caen pour se rendre a Paris. Sur la recommandation
de I'un de ses professeurs de mathématiques, il rencontra
d’Alembert, qui le guida dans son apprentissage des ma-
thématiques et I'aida a trouver un emploi comme professeur
de mathématiques & I’Ecole militaire royale. A cette époque,
il publia plusieurs mémoires dans lesquels il appliqua ses

| Un pelil’histoire]
1704-1752

1704 a Geneve, en Suisse et il mourut en

1752 a Bagnols, en France. En 1722, a I'age
de 18 ans, il regcut un doctorat, sa thése portait sur
la théorie des sons. Deux ans plus tard, il convoita
la chaire de philosophie d’'une académie gene-
voise. Sa candidature fut retenue, tout comme [
celle de deux autres candidats, soit Amédée de la
Rive et Giovanni Ludovico Calandrini. Ne voulant
rejeter aucun des candidats, les administrateurs
de I’Académie déciderent de scinder la chaire en
une chaire de philosophie et une de mathématiques. La
chaire de philosophie fut confiée a de la Rive. La chaire
de mathématiques fut offerte conjointement a Cramer et
Calandrini, a la condition qu’ils partagent les taches et le
salaire. De plus, les deux titulaires devaient voyager durant
des périodes de deux a trois ans et, pendant le voyage de
I’'un, "autre cumulait les taches et recevait le plein salaire.

I e mathématicien Gabriel Cramer naquit en

PIERRE SIMON DE LAPLACE

connaissances mathématiques a I'étude de ques-
tions relatives a la théorie planétaire. Laplace entra
al’Académie des sciences en 1773 et a ’Académie
francaise en 1816. Ses travaux portérent sur deux
domaines précis : lamécanique céleste et le calcul
des probabilités.

Lors de la Révolution, Laplace fut d’abord membre
de la Commission des poids et mesures, qui avait
pour mandat d’établir un systéme unique dans
. toutes les régions du pays. Pendant la Terreur, il se

réfugia a Melun. Il enseigna ensuite les mathéma-
tiques a I'Ecole normale de la Convention et fit partie, tout
comme Lagrange (Joseph Louis, 1736-1813), de I'Institut
national et du Bureau des longitudes. Il effectua des travaux
en mécanique céleste et en calcul des probabilités, et s’in-
téressa aux systemes d’équations, il généralisa la méthode
de Vandermonde (Alexandre Théophile, 1735-1796) pour le
calcul d’un déterminant a 'aide des mineurs.

GABRIEL CRAMER

L’Académie retint ainsi les services de trois
excellents candidats et elle permit a Cramer de
voyager beaucoup et de rencontrer la plupart
des grands mathématiciens de son époque.

En 1750, Cramer publia un ouvrage intitulé
Introduction a l'analyse des lignes courbes
algébriques, dans lequel il classait les lignes
courbes planes selon le degré de leur équation.
Il procede par élimination successive pour
résoudre des systemes d’équations et affirme
qu’il croit avoir trouvé une regle assez simple pour la ré-
solution de systemes d’équations du premier degré. On a
donné son nom a cette méthode de résolution fondée sur
les déterminants. Elle avait en fait été présentée par Colin
Maclaurin dans un traité d’algebre publié deux ans plus
t6t, mais la notation de Cramer était supérieure, ce qui
facilita la compréhension des concepts et contribua ainsi
a l'acceptation générale de la méthode.

Notes et vidéos historiques disponibles gratuitement a :

http://www.lozedion.com/complements-dinfo/



(] EXERCICES

2
1. Soit la matrice A :[ 4

6

1 3
5 9 |
-7 8

a) Construire les sous-matrices A, et A, ..

b) Calculer les mineurs

M22 et M32.

¢) Calculer les cofacteurs C,, et C .

2. Calculer le déterminant des matrices suivantes.

a) (_%

3

a( 3 3)

2 1 3
ol 4 2 -1
2 -5 3

3. Résoudre les systémes d’équations suivants par la

2 3 1
d| 3 2 -3
5 4 2
2 1 -1
e)| 3 2 4
4 3 9
1 2 1
Dl 2 1 =2
3 4 -5

méthode de Cramer si celle-ci est applicable.

a)x—-2y=1
3x +2y=13

b)2x+y=7
Sx+4y=13

c)x+2y=38
2x+4y =16

4. Calculer le déterminant des matrices suivantes.

d)2x + 3y =22
Sx -4y =32

e)3x—2y=12
6x —4y =28

DHx+2y=10
3x-y=9
dx +y=19

a| 5

b)| 0

a
)| 0
0

1
7
2

p—

b
d
0

-3
2
-6

a b c
d)| d e f
d e f
a b c
e)| d e f
g h i
g h i
| d e f
a b c

5. Soit (a; b) et (¢; d), deux points quelconques d’un

plan cartésien.

(c

10.

(a; b)

Matrices et déterminants

a) Trois des sommets d’un parallélogramme sont
(0;0), (a;b) et (c;d). Montrer que I’aire du
parallélogramme est égale a la valeur absolue
du déterminant

c d

ab‘

b) Généraliser la formule donnée en a) a I’aide de
la figure suivante.

. A T’aide de la formule donnée dans I’exercice 3,

calculer I’aire du parallélogramme dont trois des
sommets sont les points donnés et représenter
graphiquement le probléme.

a) (0;0), (2;5) et (-3;4)

b) (2;4), (-3; 6) et (4, 7)

. Calculer I’aire du triangle dont les sommets sont

donnés et représenter graphiquement le proble-
me.

a) (05 0), (65 2) et (2; -4)

b) (15 4), 3; 7) et (7; 5)

. Soit les matrices

2 -1 3 3 4 2
A= 1 4 2 |etB=| 2 3 5
2 3 4 1 4 3

a) Evaluer det A et det B.

b) Effectuer les produits A * Bet B e A.
c) Est-ceque A B=B-°*A?

d) Evaluer det(A * B) et det(B * A).

e) Est-ce que det(A » B) = det(B * A)?

. _ 1 2 3
. Soit la matrice A= a 2a 3a
-4 5 17

dont deux lignes sont proportionnelles. Calculer le

déterminant de A.

a) Quelles observations peut-on faire ?

b) Quelle explication peut-on en donner?

¢) Que peut-on dire du déterminant d’une matrice
carrée ayant deux lignes identiques?

3 -1 10
dont une ligne est la somme des deux autres. Cal-
culer le déterminant de A.

1 2 3
Soit la matrice A=| 2 -3 7



I1.

12.

13.

14.
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a) Quelles observations peut-on faire ?
b) Quelle explication peut-on en donner ?

Résoudre les systemes d’équations suivants en utili-
sant la méthode de Cramer si elle est applicable.
a)x +2y—3z=33

3x -5y +2z=-33

2x + 4y —3z=45
b)2x —y+4z=27

5x—-2y+3z=37

4x+2y—z=-2
)x+3y-2z=7
2x—2y+4z=06

Sx+T7y—-2z=27

En calculant un déterminant, déterminer un vecteur
w perpendiculaire aux vecteurs # et V.

a) U =3;-2;5etv =(2;4;-1)

b) u =(4;-3-5)et vV =(5;0;2)
c)u=(1;0;2)et v =(7;0;3)

Déterminer si les vecteurs #, Vv et w sont copla-
naires ou non et dire pourquoi.

a) u =(1;-2;3), v =(1;4;-1) et w =(2;3;5)

b) i =(2;-1;4), v =(5;1;-3) et W =(4;-2;6)
c) u=(1;3;-2), v=2;-5;-) et w =(5;4;,-7)

<l <l <

Utiliser les déterminants pour calculer 1’aire du
terrain représenté par le croquis.

C P

b)

176 m

were

15. En effectuant le calcul d’un déterminant, déterminer

16.

17.

le volume du solide illustré et déterminer I’équation
du plan passant par les points A, B et C

Montrer que :

x y 1
a)| 3 2 1 |=0 est I’équation d’une droite
-5 7 1
passant par les points (3; 2) et (-5; 7).
x y 1
b)| a b 1|=0 est I’équation d’une droite
c d 1

passant par les points (a; b) et (c; d).

¢) Utiliser le résultat démontré en b) pour détermi-
ner 1I’équation de la droite passant par les points
(5;2) et (4, 7).

Résoudre les équations suivantes par rapport a Xx.

x+7 x+7 |—¢
2) 3 X
x—=5 T7—-4x |_
b 727 en |70
x=4 T-4x 2+x
c) 0 x+2 5-2x |=0
0 0 x-3




