Leonhard Euler
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Euler a déterminé le développement en série d'une fonction exponentielle

et utilisé ce développement avec des nombres complexes, établissant ainsi

une identité d'une trés grande beauteé.
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Dans ses recherches sur l'exponentielle,
Euler se demande s'il existe des coeffi-
cients A, B, C, D, E, ..., tels que a*s'écrive
comme un polynéme en x. C'est-a-dire :
=A+Bx+ O+ DX+ Ext+ .7

En posant x =0, il trouve que A = 1. Par
conséquent :

=1+Bx+C2%+Dx®+ BEx*+ ..
Le développement en série doit satisfaire
aux propriétés de I'exponentielle, il faut
donc que a®* = (%2 Par substitution, le
premier membre de ['équation doit don-
ner :

0% =1+ 2Bx+ 4Cx* + 8Dx° + 16Ex* ...
et le développement du deuxieme mem-
bre donne :

(@)%2=(1+Bx+ C2+ D+ BEX* + )2
=1+2Bx+(2C+ B)x2+(2D+ 2BC)x®

+(2E+2BD+ CY)x* + ...

Les deux membres sont égaux si les coef-

ficients des termes de méme degré sont

€gaux. Le coefficient en x est 2B dans

les deux membres. En €galant les coef-

ficients de x2,

2
4C=2C+ B2 d'oti 2C= B et C:%.

En égalant les coefficients de x°
8D=2D+ 2BC d'ou 3D = BC
En isolant Det en substituant B%2 a C
BC B B*_ B _B®
D= =X 33
En egalant les coefficients de x* et en
isolant £, il obtient

16F = 2E +2BD +C?,

d'ou
_ B® ., B*
14E—2B><—3+4
_B* B*_7B*
3 4  3x4°
et
14x3%x4 2xX3x4 41°

En poursuivant de proche en proche,
Euler exprime a*en série de puissance,
soit

2 3 4
aX:1+Bx+B—x +%x +B—x +..
La fonction exponentielle la plus simple

est obtenue en posant B=1:
3 4 X"

a* —1+x+—+?+—+ +—+

Il est alors possible de calculer la valeur
de a pour x=1, est :

Lo Lo L 40 J e
21 317 4l
=2,7182818..

Le nombre obtenu, 2,7182818.., appe-
lé nombre d'Euler, a un développement
décimal illimité non périodique et est
désigné par e, la premiére lettre du nom
Euler. Le développement en série de I'ex-

ponentielle de base e est alors
R
TR

a=1+1+=

2
X =1+ x+5 o L. A

Le développement en série de I'exponen-
tielle est valide méme si I'exposant est
un nombre complexe.



Ainsi, en substituant a x le nombre com-
plexe ix ou 2 = -1, le développement en
série s'écrit

(ix)* , (ix)® , (ix)*
TR
2,2 3.3 4 4
1= X 1™ X I X
T T3 T
3 4 05

IX X X

TR

En regroupant les termes selon qu'ils
contiennent ou non le facteur j, le déve-
loppement s'écrit

eX =1+ix+ +..

=T+ix+ +..

2
Y X
—1+/X—T—
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On reconnait dans le premier regroupe-
ment le développement de cos x en série
de Maclaurin et a l'intérieur de la paren-
theése, le développement en série de sin x,
ce qui donne :
e =cosx+isinx.

Cette découverte a des retombées inté-
ressantes. Tout d'abord, la représenta-
tion graphique pour x variant de 0 a 2®
donne le cercle trigonométrique.

De plus, pour x = @, I'équation donne
'™ =cosm+isinm
——
On en tire I'identité d'Euler, soit
e®+1=0.
Cette identité remarquable met en rela-

tion plusieurs constantes
mathématiques: 0, I'élé-
€ [ ment neutre de I'addition,
1, I'lément neutre de la
multiplication, /, la racine

carrée de -1 et les deux
principales  constantes
transcendantes, e, la base
des logarithmes naturels

et @, le rapport de la cir-
conférence d'un cercle & son diamétre.

Identités trigonométriques
Lidentité
e =cosx+isinx

s'est révelée d'une grande efficacité dans
la démonstration des propriétés de som-
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mes et de différences d'angles des fonc-
tions sinus et cosinus. Par exemple, si
I'argument x est une somme d'angles,
soit x=a+ b, I'¢quation donne :

ei(a+b) :eiaxeib’
en vertu des propriétés des exposants.
En utilisant I'identité pour réécrire le
membre de gauche, on a

el = cos(a+b)+isin(a+b).
Le membre de droite donne
el x e =(cosa+isina)x(cosb+isinb)
=cosacosb+i’sinasinb
+i(sinacosb+cosasinb)
=cosacosb—sinasinb
+i(sinacosb+cosasinb).

On tire de ces deux expressions les iden-
tités trigopnométriques

cos(a + b) = cosacosb-sinasinb

sin(a + b) = sina cos b+ cos asin b.
Une conséquence

cos2a = cos?a - sin’a
sin2a = 2sin a cos b,
que I'on peut également exprimer sous
la forme
ei[Za) :eiaxefa_

La généralisation de ce résultat a permis
de le mettre en relation avec le théore-
me de De Moivre pour élever un nom-
bre complexe a une puissance n et pour
extraire la racine n® d'un nombre com-
plexe.

Théoréme de DeMoivre
Le théoréme de De Moivre est a I'ef-
fet que
(cosx + isinx)" = cons(nx) +
isin(nx).
En particulier, les puissances suc-

ei2ml3 einl3

cessives de

(cos®/3 + isin @[3)"
se répetent périodiquementsur la
circonférence du cercle trigonomé-
trique.
Soit z = re/® , un nombre complexe
de module r et d'argument 6, alors
le théoreme de De Moivre s'écrit :

72 = I,

e/’n

e,4n /3 eiSfc/]




