Glossaire :
Calcul différentiel

ALGEBRE DE LINFINI

On regroupe sous 1’appellation algébre de I'infini, les
diverses procédures pour évaluer des limites infinies ou
des limites a ’infini sans avoir a effectuer de calculs.
Le premier cas rencontré est celui des limites indéter-

minées de la forme k/0.

k k
Sik>0, — = et — =—o;
O+

. k
s1 k<O, — = et — =oo.
Le deuxiéme cas rencontré est celui de 1’évaluation
des limites a 1’infini dont la démarche se fonde sur les
regles suivantes :

k k
Sik>0, —=0" et —=0";
Sik<0,£=0_ eti=0+.

Le comportement des fonctions :

S =1 etfm="
X X
aide a se remémorer ou a retrouver les reégles de I’al-
gebre de 1’infini.
ALGEBRE DE LINFINI
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APPROXIMATION LINEAIRE
L’ approximation linéaire est une procédure pour estimer
les valeurs d’une fonction dans le voisinage d’un point.

Cette procédure facilite le calcul de valeurs par des
fonctions complexes. L'approximation linéaire se fonde
sur le fait que, dans le voisinage immédiat d’un point,
la courbe s’éloigne peu de la tangente en ce point.

APPROXIMATION LINEAIRE
fx)

(@ fe)

| \/ b
Le modéle d’approximation linéaire est 1’équation de la

tangente a la courbe en un point (c; f(c)), appelé centre
d’approximation. L’équation du modele est donc :

L(x) = flc) + f'(c) (x— ).

Ce modele permet d’estimer localement des valeurs
proches des images de la fonction au voisinage du
point (c; f(c)). C’est-a-dire qu’au voisinage du point
de tangence, on a :

Jx) = L(x).

ASYMPTOTE

Une asymptote d’une fonction est une droite telle que
la distance, verticale, horizontale ou oblique, entre le
graphique de la fonction et la droite tend vers O lorsqu’on
se déplace sur la courbe.

COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES
ft)

Asymptote verticale
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ASYMPTOTE HORIZONTALE

Une fonction fa une asymptote horizontale si son graphi-

que s’approche de plus en plus d’une droite horizontale

lorsque x tend vers I’infini ou moins I’infini.
ASYMPTOTE HORIZONTALE

fx)

Lorsqu’une fonction f a une asymptote horizontale, on
détermine algébriquement celle-ci en prenant la limite
de la fonction lorsque tend vers I’infini ou moins I’ infini.
Symboliquement, une fonction f{x) a une asymptote
horizontale a y = b si au moins I’'une des conditions
suivantes est satisfaite :

lim f(x)=b ou lim f(x)=b.

X—>—0o X—>oo

* Si f{x) est une fonction rationnelle dont le degré du
dénominateur est plus élevé que celui du numérateur,
la fonction a une asymptote horizontale a la droite
y =0, ce que I’on confirme en évaluant la limite a
I’infini.

* Si fix) est une fonction rationnelle dont le degré
du dénominateur est égal a celui du numérateur,
la fonction a une asymptote horizontale a la droite
y = b, ou b est le rapport des coefficients dominants
des polynémes. On confirme ce verdict en évaluant
la limite a I’infini.

ASYMPTOTE OBLIQUE

Le graphique d’une fonction f a une asymptote oblique
si son graphique s’approche de plus en plus d’une droite
oblique lorsque x tend vers I’infini ou moins 1’infini.
Pour confirmer qu’une fonction f{x) a une asymptote
oblique d’équation y = ax + b, il faut vérifier que la
distance entre la courbe de fix) et la droite y = ax + b
s’approche de zéro lorsque x tend vers I’infini.

ASYMPTOTE OBLIQUE
f&)

Symboliquement, le graphique d’une fonction f a une
asymptote oblique ay = ax + b si au moins 1’'une des
conditions suivantes est vérifiée :

lim [ f(x)-y]=0 ou lim[ f(x)-y]=0.

ASYMPTOTE VERTICALE

Le graphique d’une fonction fa une asymptote verticale
si son graphique s’approche de plus en plus d’une droite
verticale lorsque x s’approche d’une valeur particuliére
soit par la gauche, soit par la droite ou les deux.

ASYMPTOTE VERTICALE
f)

Symboliquement, le graphique d’une fonction f a une
asymptote verticale a x = ¢ si au moins I’une des condi-
tions suivantes est satisfaite

lim f(x)=—c ou lim f(x)=oo
X—C X—c

ou lim f(x)=—co ou lim f(x)= co.
X—C X—cC

* Si f(x) est une fonction rationnelle dont le dénomi-
nateur est seul a s’annuler a x = ¢, alors la fonction
a une asymptote verticale a x = c.

* Si f(x) est une fonction rationnelle dont le dénomi-
nateur et le numérateur s’annulent a x = ¢, alors la
fonction a un trou a x = c.

CHANGEMENT DE VARIABLE

Le changement de variable est une procédure visant a
ramener une fonction sous une forme usuelle simple.
La notion de changement de variable est présente dans
la dérivation des fonctions composées, dans I’intégrale
indéfinie et définie.

En dérivation, I’objectif du changement de variable est
d’utiliser les dérivées usuelles simples pour déterminer
la dérivée d’une fonction composée.
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DERIVATION
FONCTION COMPOSEE

@/ (x>——<u>\

%

i(eg x))
Qﬁ*di

CODOMAINE D’UNE RELATION
Le codomaine d'une relation est I’ensemble des va-
leurs qui sont image dans au moins un couple de la

relation.
Codomaine d’une relation

Ensemble
de depart

Ensemble
d’arrivée

{(15'); (25 9); (4 8)}

|
S:i‘::';i';ﬁz; i: §)

Dans un graphique cartésien, on peut identifier le co-
domaine sur I’axe vertical.

Codomaine d’une relation

Ensemble
d’arrivée

Codomaine
de la relation

Ensemble
de depart

CONCAVITE VERS LE BAS

Géométriquement, une fonction est concave vers le bas
dans un intervalle si elle est au-dessous de ses tangentes
dans cet intervalle.

Analytiquement, une fonction est concave vers le bas
dans un intervalle si son taux de variation diminue lors-
que la valeur de la variable indépendante augmente dans
cet intervalle, la dérivée premicre est donc décroissante
dans cet intervalle et la dérivée seconde est négative.

CONCAVITE VERS LE BAS
Jx)

Pente nulle

La pente de la tangente, positive au départ,
diminue graduellement pour devenir négative.
La fonction dérivée est donc décroissante.

Symboliquement, une fonction f'est concave vers le bas
dans un intervalle / si et seulement si sa dérivée premiere
est une fonction décroissante dans I’intervalle. Cela se
traduit par le fait que la dérivée seconde est négative
dans I’intervalle.
fest concave vers le bas dans /
< f' est décroissante dans /
< f" <0 pourtout x € 1

CONCAVITE VERS LE HAUT

Géométriquement, une fonction est concave vers le haut
dans un intervalle si elle est au-dessus de ses tangentes
dans cet intervalle.

Analytiquement, une fonction est concave vers le haut
dans un intervalle si son taux de variation augmente lors-
que la valeur de la variable indépendante augmente dans
cet intervalle, la dérivée premiére est donc croissante
dans cet intervalle et la dérivée seconde est positive.

CONCAVITE VERS LE HAUT
Jx)

Pente nulle

La pente de la tangente, négative au départ,
augmente graduellement pour devenir positive.
La fonction dérivée est donc croissante.

Symboliquement, une fonction f est concave vers le
haut dans un intervalle 7 si et seulement si la dérivée
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premiere est une fonction croissante dans ’intervalle.
Cela se traduit par le fait que la dérivée seconde est
positive dans 'intervalle.

fest concave vers le haut dans /
& f' est croissante dans /
< f" >0 pour tout x € /

CROISSANCE

Géométriquement, une fonction f est croissante sur un
intervalle / si I’image de x par la fonction augmente
lorsque x augmente.

CROISSANCE
40

La valeur de y augmente
lorsque x augmente.

| [N

L’image de x par la fonction augmente
lorsque x augmente. La pente de la tangente
est positive en tous points de I’intervalle.

Analytiquement, une fonction f est croissante dans un
intervalle [ si et seulement si la pente de la tangente a
la courbe est positive en tous points de I’intervalle. Cela
se traduit par le fait que la dérivée est positive en tous
points de I’intervalle et on écrit symboliquement :

fest croissante dans / & f' >0 pour tout x € /

CYCLOIDE
La cycloide est la tyrajectoire d un point sur la circonfé-
rence d’un cercle qui roule sur une droite sans glisser.

O~

Cycloide

DECROISSANCE

Géométriquement, une fonction f est décroissante sur
un intervalle / si I’image de x par la fonction diminue
lorsque x augmente.

DECROISSANCE
Sx)

La valeur de y diminue
lorsque x augmente.

L’image de x par la fonction diminue
lorsque x augmente. La pente de la tangente
est négative en tous points de I’intervalle.

Analytiquement, une fonction fest décroissante dans un
intervalle [ si et seulement si la pente de la tangente a la
courbe est négative en tous points de I’intervalle. Cela
se traduit par le fait que la dérivée est négative en tous
points de I’intervalle et on écrit symboliquement :
fest décroissante dans / < f' < 0 pour tout x € [

DERIVATION EN CHAINE
La dérivation en chaine est une procédure de dériva-
tion des fonctions composées qui consiste a dériver
les formes de fonctions en ayant recours aux dérivées
usuelles en partant de la fonction extérieure vers la ou
les fonction(s) intérieure(s) .

Les fonctions usuelles simples sont :

FORMES USUELLES SIMPLES

%(u”)znu"_I% (") =nu""'u'

d u u d u\ u 1
E(e )=e d—z (") =e"u
d 1 du N
E(lnu)=za (lnu) =;u
d . du . , ,
E(smu):cosua (sinu)' =u'cosu
—(cosu)=—sinu— cosu)'=—u'sinu
e e
di(tanu)zsec2 u% (tanu)'=u'sec’ u
x X
—(secu)=secutanu— secu)'=u'secutanu
; e
X X
di(cotu):—csc2 u% (cotu)'=—u'csc’ u
X X

d du
—(cscu)= —escucotu - (cscu)'=—u'cscucotu

dx x
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Ainsi, pour dériver la fonction :

32 .
f(x)=¢"" ", on procéde comme suit :

DERIVATION EN CHAINE

sin” x’

X

di ((sin x? )3 )

n—l@
dx

LA

nu

| i R |
—\( 3sin” x dx((smx ))

|3 I d d .
P 32 2 (sm x2)
dx

S n
=l X 30in? x2 cosyo

3 | |
P 3 5in2 12 cosia

X

a |,
—(S1n
7 (sinu)

e

du
cosu—
dx

dx

d n
a(”)
it

dx

n

~

()
()

o

dx
G T

.3 | |
— S Y 36in? x2 cos x2 2x

|3 I
— S Y 35in? x2 cos x22x

&= e

sin’ x°

sin2 x2 COS x2.

dx

dx

DERIVATION IMPLICITE

La dérivation implicite consiste a appliquer 1’opérateur
de dérivation aux deux membres d’une équation sans
avoir a isoler une variable pour I’exprimer explicitement
comme fonction de la variable par rapport a laquelle on
dérive. Aprés avoir appliqué I’opérateur de dérivation,
on peut isoler le taux de variation cherché, la procédure
pour isoler est alors plus simple. Dans la plupart des cas,
ce taux est alors exprimé en fonction des deux variables.
Il est donc exprimé en fonction des deux coordonnées
du point et non seulement en fonction de 1’abscisse de
celui-ci comme dans la dérivation explicite.

DERIVEE DE FONCTIONS ALGEBRIQUES
Dérivée d’une fonction puissance

Si fix) = x", o n est un nombre rationnel, alors :
f'(x) = nx" 1.
En notation de I’opérateur de dérivation, on écrit :
i(x” ) =nx""".
dx
Formes de fonctions
La régle de correspondance de plusieurs fonctions
algébrique comporte des sommes, des différences,
des produits, des quotients. En déterminant I’effet de
I’opérateur de dérivation sur les formes de fonctions;
somme, différence, produit et quotient, on peut établir
des procédures permettant de dériver plusieurs fonc-
tions algébriques. Dans le chapitre, on a établi la liste
suivante.

DERIVATION DES FORMES
Si u(x) et v(x) sont des fonctions dérivables et k
une constante :
* Produit d’une fonction par une constante k :

d d
kv)'=kv' —(kv)=k—(v).
(kv)'=kv' ou dx( v) I )
e Somme (ou différence) de fonctions :

[ | i _i i
(w+v)'=u'+v' ou dx(u+v)— dx(u)+dx(v).

" 1 1 i — p— i —_— i
(u—v)'=u'-v'ou I (u—v)= I (u) I ).
¢ Produit de fonctions :

(wv)'=u'v+uv' ou dix(uv): v%(u)+ut%(v).

¢ Quotient de fonctions :

| d d
(uj _u'v—uy' " d (u)zvdx(u)—udx(v)

fad s | =
y v? dx\ v 2
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DIFFERENTIELLE
La différentielle est une notion associée a la variation
d’une variable.

* La différentielle d’une variable indépendante, notée
dx, est la variation réelle de celle-ci, on note donc
dx = Ax.

* La différentielle d’une variable dépendante, notée
dy, est une estimation de la variation Ay. La diffé-
rentielle d’une fonction f en un point d’abscisse ¢ de
son domaine dépend de c, I’abscisse d’un point de la
courbe, de la variation dx de la variable indépendante
et du taux de variation au point d’abscisse c. Elle est
définie par :

dyl.=f'(c) dx.
On peut interpréter graphiquement la différentielle dy a
partir de la fonction f ou a partir de sa dérivée f'.

DIFFERENTIELLE ET FONCTION

b Ay I= fetAx) —flc)

' @ ct NG
= Ax
La différentielle est dy|, = f"'(c)(x — ¢).
C’est une valeur approchée de la variation Ay.

L’interprétation de la différentielle a partir de la fonction

Jf permet de calculer une valeur approchée de la varia-
tion Ay de la variable indépendante dans I’intervalle
[c; ¢ + Ax].

DOMAINE D’UNE RELATION
Le domaine d’une relation est I’ensemble des valeurs qui
sont préimage dans au moins un couple de la relation.

Domaine d’une relation

Ensemble
de départ

Ensemble
d’arrivée

(05 3); 25 4); (4 8)}
P

1: 2: 4 Domaine

{ o iy } de la relation

Dans un graphique cartésien, on peut identifier le do-
maine sur 1’axe horizontal.

Domaine d’une relation

N

.
Domaine
de la relation

Ensemble
d’arrivée

Ensemble
de départ

DOMAINE DE VALIDITE D’UN MODELE
Intervalle pour lequel le modéle est valide, compte tenu
de la situation qu’il décrit.

EQUATION D’UNE DROITE
L’équation d’une droite est une expression de la
forme :

y=ax+b.
Sa représentation graphique est une droite de pente a
et d’ordonnée a l’origine b (voir également fonction
affine).
A partir de données numériques, la pente est le rapport
de la variation de y sur la variation de x. Ainsi, si les
données sont (x; y,) et (x,; y,), la pente est :

a= ﬂ _N N
Ax x,—x

PENTE ET TAUX DE VARIATION

e

ﬂz)’z_}ﬁ

B . a =
La pente de la droite est : e

Xy =X

L’équation de la droite de pente a passant par un point
(c; d) est donnée par :
y=d+alx-c).

EQUATION DE LA NORMALE

La normale a une courbe en un point (c; f{c)) est la
droite perpendiculaire a la courbe et a la tangente en
ce point. L’équation de la normale a la courbe est donc
I’équation de la droite passant par le point de tangence
(c; flc)) et dont la pente est ay = —1/a,.

Cette équation est :

y=flo) + ay (x —0).
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NORMALE ET TANGENTE A UNE COURBE

4y
S )

Pente ay = —.
a

Pente a,

EQUATION DE LA TANGENTE
C’est I’équation de la droite passant par le point de

d
tangence (c; f{c)) et dont la pente est ap = d_y
X

c

Cette équation est :
y =) + ap (x—0).

EQUATIONS PARAMETRIQUES
Les équations d’une courbe qui décrivent les coordon-
nées d’un point mobile a I’aide d’un parametre.
x=2+t
{y =3-1¢

Enissolant le paramétre dans I’une des équations et een
substituant dans I’autre, on obtient I’équation cartésienne
de la courbe.

FONCTION

Une fonction est une correspondance entre les éléments
de deux ensembles telle qu’a chaque valeur de la variable
indépendante ne correspond qu’une seule valeur de la
variable dépendante.

NOTION DE FONCTION

Ensemble de départ,
valeurs de la variable
indépendante I

Ensemble d’arrivée,
valeurs de la variable
dépendante

Préimage

Image
du couple (¢; d)

du couple (¢; d)

On compare parfois une fonction a un mécanisme. On
y introduit une valeur de la variable indépendante et il
en ressort I’image de la valeur introduite. Les valeurs
de I’ensemble de départ pour lesquelles le mécanisme
n’est pas défini sont rejetées.

X Fonction, un mécanisme

Rejets
hors
domaine

FONCTION AFFINE

Une fonction affine est une fonction de la forme :
fix)=ax+b.

Sa représentation graphique est une droite de pente a et

d’ordonnée a I’origine b. Le taux de variation en tout

point de la courbe est a, la pente de la droite (voir aussi

équation d’une droite et cotit de production).

FONCTION ALGEBRIQUE

Une fonction algébrique est une fonction dont la reégle
de correspondance ne comporte qu’un nombre fini
d’opérations algébriques : addition, soustraction, mul-
tiplication, division et extraction de racines.

FONCTION COMPOSEE

Une fonction composée est une fonction que I’on peut
ramener a une forme usuelle simple par changement
de variable.

On applique alors les formes usuelles pour dériver la
fonction.

Dérivation de fonctions composées

y=flg(x)
TR

=f'(w)xg'(x)
=f'(g(x))x g'(x)
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FONCTION CONSTANTE
Une fonction constante est une fonction dont la variable
dépendante est constante, elle est de la forme :

Jx) = b.
Elle est représentée graphiquement par une droite pa-
rallele a I’axe horizontal. Son taux de variation est nul
en tout point.

FONCTION CONTINUE

Intuitivement, une fonction continue est une fonction
dont on peut tracer la courbe sans avoir a lever le crayon
du papier. Cette définition intuitive n’est cependant ni
suffisamment précise, ni utilisable dans une démons-
tration .

Analytiquement, une fonction est continue en un point
d’abscisse c si la limite de la fonction lorsque x tend
vers c est égale a f(c).

FONCTION CONTINUE EN UN POINT
Sx)

A

1
1
1
1
c X

Lorsque x s’approche de ¢, que ce soit par
la droite ou par la gauche, les images (valeurs
de y) s’approchent de f{x) et :

lim oS

Une fonction est continue sur un intervalle [c; d] si
elle est continue en tout point de I’intervalle (voir aussi
fonction discontinue).

FONCTION DERIVABLE
On dit qu’une fonction fest dérivable a x = ¢ si la limite
suivante existe :
Jfle+Ax)— f(c)
Ax '

lim
Ax—0

Rappelons que la limite existe si ;
* la limite a gauche est égale a la limite a droite;
e cette limite est un nombre réel.

Cela signifie également que la pente de la tangente la
tangente au point (c; f{c)) ou la taux de variation ponctuel
est un nombre réel.

En faisant appel a la fonction dérivée, on dit qu’une
fonction f est dérivable au point d’abscisse ¢ si f'(c)
est définie, c’est-a-dire qu’on peut calculer I’image de
¢ par la fonction f'.

On dit qu’une fonction f est dérivable sur un interval-
le I si elle est dérivable pour toute valeur de x dans cet
intervalle.

FONCTION DERIVEE
La dérivée d’une fonction f est définie par :
+Ax)-
P = tim JEFAD=F0)
Ax—0 Ax
C’est la fonction qui décrit le comportement du taux de
variation ponctuel (pente de la tangente) en fonction de
I’abscisse du point.

FONCTION DERIVEE

ﬁ)
; : :\ (c; fle)) ente e la tangente
/ ' \_ i Ty au point (c; flc))

A

Image de ¢ par la
} foncgion dérivée

X

La définition de fonction dérivée nous a permis de
déterminer la dérivée d’une fonction puissance, de
I’exponentielle et de la logarithmique de base e, ainsi
que des fonctions trigonométriques. Nous 1’avons éga-
lement utilisée pour démontrer toutes les techniques
de dérivation ; sommes, produits, quotients et fonctions
composées.

FONCTION DISCONTINUE

Intuitivement, une fonction discontinue est une fonction
dont on ne peut tracer le graphique sans lever le crayon
du papier.

Il y a divers types de discontinuité : par trou, par dé-
placement, par saut, fini ou infini et discontinuité par
manque.

Discontinuité par trou
On dit qu’une fonction f a une discontinuité par trou a
x = c si les conditions suivantes sont satisfaites :
* [a fonction n’est pas définie pour x = ¢ (¢ n’est pas
dans le domaine de la fonction);
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¢ la limite de la fonction lorsque x tend vers c existe (la
limite a gauche est égale a la limite a droite et cette
limite est un nombre réel).
Lorsque la limite a gauche et la limite a droite sont toutes
les deux égales a I’infini ou toutes les deux égales a moins
I’infini, on a une discontinuité par trou a I’infini.

DISCONTINUITE PAR TROU
Trou a linfini
\ J \r) ‘f(X) 1

o
A
=
/
(
N
SIEEEET
=

-

Discontinuité par déplacement
On dit qu’une fonction f a une discontinuité par dé-
placement a x = ¢ si les conditions suivantes sont
satisfaites :
* la fonction est définie a x = ¢ ;
e la limite de la fonction lorsque x tend vers c existe;
e [a limite de la fonction lorsque x tend vers c est dif-
férente de I’image de c.

DISCONTINUITE PAR DEPLACEMENT
fx)

h ]

— |

Discontinuité par saut

On dit qu’une fonction f a une discontinuité par saut a

x =c si la condition suivante est satisfaite :

e la limite de la fonction lorsque x tend vers ¢ par la

gauche est différente de la limite de la fonction lorsque
x tend vers ¢ par la droite.

Lorsque la limite a gauche et la limite a droite sont des

nombres réels, on a une discontinuité par saut fini.

Lorsque I'une des limites a gauche ou a droite est

I’infini ou moins ’infini, on a une discontinuité par

saut infini.

DISCONTINUITE PAR SAUT
Sx) I\

//

|
|
/
/

1
¢ > Saut infini
1

Saut fini —

~

:
4 1
]

Discontinuité par manque

On dit qu’une fonction f'a une discontinuité par manque
sur un intervalle si la fonction n’est pas définie sur cet
intervalle. L’intervalle peut étre ouvert ou fermé et il peut
s’étendre jusqu’a I’infini ou jusqu’a moins I’infini.

DISCONTINUITE PAR MANQUE
Sx)

N

FONCTION EXPONENTIELLE
Une fonction exponentielle est une fonction dont la va-
riable indépendante est en exposant. Soit une fonction
de la forme :
fx)y=b*oub>0 eth=1.
La fonction exponentielle usuelle, de base e, est :
flx) =¢".

Cette fonction est sa propre dérivée, soit f'(x) = e*.

FONCTION EXPONENTIELLE CROISSANTE

(L))
/
fix)=¢e*
a=1'e)=e
(¢;. /()
Sk g -
fly=e| ¢ 7

La fonction exponentielle décroissante est :

fx)=e™

dont la dérivée est f'(x) = — ™.
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FONCTION EXPONENTIELLE DECROISSANTE
Sx)

i ol
fy=er © 7
i/ ’(Jé) e a8

(c; —e ) Image par /"

f)=-e=

Une fonction de la forme f{x) = b* peut toujours se
ramener a une exponentielle de base e. En effet, les
propriétés des logarithmes et des exposants permettent
d’écrire e"? = b. C’est donc dire que :

fx)=b"=e 0",

On dérive facilement une telle fonction par la dérivation
en chaine. Cela donne :

di\_d(n
()= (e™)
:e““b%(xlnb):e“""lnb:b"lnb.

Dans la modélisation de phénomenes de croissance ou
de décroissance, on peut avoir a procéder a partir d’ une
équation différentielle. La fonction obtenue est alors une
fonction exprimée en base e.

Lorsqu’on veut modéliser un phénomene a partir de sa
description verbale, on obtient plus souvent des fonc-
tions de la forme :

fix)y=ab*ou b >0, b #1eta estlavaleur initiale.

Dans les cas de croissance a un taux constant r, la
fonction est de la forme :
fix) =a(l + r)* our >0 est le taux de croissance.

Dans les cas de décroissance a un taux constant r, la
fonction est de la forme :
fix) =a(l —r)* our >0 est le taux de décroissance.

FONCTION INVERSE

Lorsque la relation formée de tous les couples réci-
proques d’une fonction est une fonction, on I’appelle
fonction inverse. Le graphique d’une relation réciproque
est symétrique a celui de la fonction par rapport a la
droite y = x.

FONCTION LOGARITHMIQUE
Une fonction logarithmique est une fonction de la
forme :
fix)y=alogx+bouc>0 etc#l.
La forme la plus simple est la fonction de base e qui
s’écrit :
fx) =1Inx.
Le domaine de cette fonction est 1’intervalle ]0; o[ et
sa dérivée est :

d 1
E (ln x) = ; .
FONCTION LOGARITHMIQUE
(c; £ ()
fx) 4 =(c;Inc)
fx)=Inx / c 2
S
/o= lie |\ e
= (¢; l/c)
rey=1

FONCTION POLYNOMIALE
Une fonction polynomiale de degré n est une fonction
de la forme :

f=ax"+a,_x"'+. + ax+a,

FONCTION PUISSANCE
Une fonction puissance est une fonction de la forme :
flx) =x", ot n est un nombre réel.
Dans le présent cours, nous n’avons rencontré que des
cas ou n est un nombre rationnel.
La fonction puissance prend diverses formes selon que
I’exposant est entier ou fractionnaire. Cependant, la
dérivée est toujours donnée par :
i(x" ) =nx""".
dx
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FONCTION PUISSANCE

n pair n impair
5, Ax) Sx)

I
oy
Q 5

X

L fx) x)

o

I
= 7
< X \

5 Y
E %

A 1)
= _ e
< 28 / X
\:

L | Sinestpair, f(x)
L apreés simplification, ) C
Q on a une forme 1/n. X

FONCTION QUADRATIQUE
Une fonction quadratique est une fonction de la
forme :

fx) = ax* + bx + c.
Sa représentation graphique est une parabole dont
I’ordonnée a I’origine est c. Son taux de variation est
décrit par la dérivée :

f'(x) =2ax + b,

qui s’annule a x = —b/2a. Sa dérivée seconde est

f"(x) =2a.

FONCTION QUADRATIQUE
fx)

Sx)

e
x=-b12a

)
/ 5

fleoy X7 -b/2a

N

\' 2
e

Si a <0, la dérivée seconde est négative et la parabole
est concave vers le bas. Le point d’abscisse x = —b/2a
est alors la valeur maximale de la fonction.

Si a > 0, la dérivée seconde est positive et la parabole
est concave vers le haut. Le point d’abscisse x = —b/2a
est alors la valeur minimale de la fonction.

FONCTION RATIONNELLE

Une fonction rationnelle est une fonction dont la régle
de correspondance est définie par un quotient de poly-
ndmes. Par exemple :

x2 =3
flo = x+4

est une fonction rationnelle. Pour dériver une telle fonc-
tion, il faut appliquer la régle du quotient de fonctions
(voir a ce sujet dérivée des fonctions algébriques).

FONCTION TRANSCENDANTE

Une fonction transcendante est une fonction dont lareégle
de correspondance ne peut se décrire par un nombre
fini d’opérations algébriques : addition, soustraction,
multiplication, division et extraction de racines.

Les fonction exponentielles, logarithmiques, trigonomé-
triques et trigonométriques inverses sont des fonctions
transcendantes.

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

La notion de fonction trigonométrique découle de celle
de rapport trigonométrique. Dans un triangle rectangle,
dont un des c6tés est constant, les longueurs des autres
c6tés dépendent d’un angle aigu du triangle. Un rapport
trigonométrique est un rapport des longueurs de deux
c6tés du triangle. A partir des trois cotés d’un triangle
rectangle, on peut définir six rapports.
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RAPPORTS TRIGONOMETRIQUES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES INVERSES
2
P s Fonction Arcsinus
S 3 o L )
Af° S La fonction inverse de la fonction sinus est appelée
It . . . .
0 : Arcsinus et est définie de la fagon suivante :
Coté adjacent 2 0(CA) D y = Arcsin x si et seulement si x = sin y,
& ou dom, . =[-1;1]etcodom, . = [=U/2; /2]
sin9=Q, cose=%, tan9=@,
H H CA | d
H H CA | 2
cscO=—— secO=——, cot0=——. w dx ;
Cco CA CO ! ‘
-1 | :
Dans ce contexte, les rapports trigonométriques n’étaient } | 1 :
définis que pour des angles inférieurs a 90° ou 71/2 rad. -—-- 3 % T x
L’avénement de la géométrie analytique a permis de »=Arcsin x i =
X Al-x

généraliser les rapports trigonométriques en définissant
les fonctions a 1’aide des coordonnées (c; d) du point
d’intersection de 1’angle x avec la circonférence du Fonction Arccosinus

cercle trigonométrique, soit le cercle de rayon 1 centré La fonction inverse de la fonction cosinus est

a I'origine d’un systeme d’axes. appelée Arccosinus et est définie de la fagon
) suivante :
FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES y = Arccos x si et seulement si x = cos y,

ou dom, . =[-1;1]etcodom, . = [0;].

y = Arccos x

Fonction Arctangente

4 d La fonction inverse de la fonction tangente est
sinx=d, cosx=c, tanx=—, B .
¢ appelée Arctangente et est définie de la facon
1 1 c suivante :
csCx=—, secx=—, cotx=—. . .
d ¢ d y = Arctan x si et seulement si x = tan y,
ou dom, . =Retcodom, . =]-0/2;75/2[.

En définissant ainsi les fonctions, I’angle x peut varier

de —o0 a o, T y ﬂ

Les dérivées de ces fonctions sont: 2l dx
i(sinx) = COsX, i(cosx) = —sinx, x
dx a7 = =ii| — S dy 1 X
d 2 —

— (tanx)=sec” x, i(sece) = secx tanx, y = Arctan x dx  1+x°
x

>

i(cotx) =—csc’x, i(cscx) = —CScx cot.x.
dx dx
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Fonction Arccotangente

La fonction inverse de la fonction cotangente est
appelée Arccotangente et est définie de la facon
suivante :

y = Arccot x si et seulement si x = cot y,
ou dom, . =Retcodom, . =]0;7[.

i
Y dx
X
dy Y -1
v = Arccot x dx  1+x°

Fonction Arcsécante

La fonction inverse de la fonction sécante est
appelée Arcsécante et est définie de la facon
suivante :

y = Arcsec x si et seulement si x = sec y,
oudom, . =]-%;—1]U[l; o[

et codom, .. = [0; w/2[U[m; 3m/2[.
,,,,, dmyy dy \
| |
] _\Ll i1 X
,,,,, k%,,,,,,, : :
1 / dy" | 1

il 1 x — =
y = Arcsec x N

Fonction Arccosécante

La fonction inverse de la fonction cosécante est
appelée Arccosécante et est définie de la fagon
suivante :

y = Arccsc x si et seulement si x = csc y,
ou dom, = ]-0; —1]U[1; o[
et codom = 10; w/2)U]m; 3m/2].

Arccsc

i RE:
j P }1 c{x
””” e —m :

I T 7]1 1

K |

| : d__ -1

-1 1 X dx x x2_1

MAGE D’UN COUPLE

Soit (¢; d), un couple d’une relation. La préimage est le
premier élément du couple et I’image est le deuxieme
élément du couple.

INCERTITUDE

Les instruments de mesure n'étant pas de précision in-
finie, les mesures faites pendant une expérience ne sont
pas exactes. Il en résulte une incertitude sur les calculs
portant sur ces mesures. On estime cette incertitude par
la différentielle de la relation entre la variable mesure
et la variable calculée..

LIMITE A LINFINI

La limite a ’infini d’une fonction est la valeur vers
laquelle tendent les images de la fonction lorsque
sa variable indépendante tend vers I’infini ou moins
I’infini. Une limite a I’infini peut étre un nombre réel
lorsque la fonction a une asymptote horizontale et elle
peut étre infinie, en particulier lorsque la fonction a une
asymptote oblique.

LIMITE INFINIE
Par limite infinie on désigne le comportement des valeurs
d’une fonction qui croissent ou décroissent sans borne.
Les asymptotes verticales sont des droites correspondant
a des limites infinies du type :

lim f(x) = oo,

X—a

MAXIMUM ET MINIMUM ABSOLUS

Plus grande valeur qu’un modéele peut prendre dans son
domaine de validité. Pour le trouver, il faut évaluer la
fonction aux maxima relatifs de ce domaine et a ses
frontiéres.

Plus petite valeur qu’un modele peut prendre dans son
domaine de validité. Pour le trouver, il faut évaluer la
fonction aux minima relatifs de ce domaine et a ses
frontiéres.
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Valeurs optimales
aux frontiéres du domaine de validité

Maximum Mal))(in}um
relatif p  Eoso
Minimunyj :
absolu Minimum
relatif
/ Domaine

de validité

Valeurs optimales
et comportement asymptotique

|

Maximum : =
relatif : Minimum
! relatif

.

Domaine
de validité

La fonction n’a pas de maximum
ni de minimum absolus

MAXIMUM RELATIF

Plus grande valeur de la fonction dans un voisinage. On
le définit de la facon suivante :

Soit f, une fonction. On dit que la fonction admet un
maximum relatif au point d’abscisse a s’il existe un
intervalle |c; d[ c dom. tel que a € ]c; d[ et f(a) =f(x)

!
pour tout x € ]c; d[.

Maximum relatif

Point anguleux

s
f'(a)=0,
Dérivée premicre
f'x)>0six<a
flx)<0six>a
Dérivée seconde
f'(@)=0,
f"(a)<0.

X

f@ 3, f @, @7

Dérivée premicre
f'x)>0six<a
f'x)<0six>a

Dérivée seconde
f"x)>0six<a
f"x)>0six>a

MINIMUM RELATIF

Plus petite valeur de la fonction dans un voisinage. On
le définit de la facon suivante :

Soit f une fonction. On dit que la fonction admet un
minimum relatif au point d’abscisse a s’il existe un
intervalle ]c; d[ domftel queac Jc;dletf(a)<f(x)
pour tout x € |c; dI.

Minimum relatif

Point anguleux

| X
f'(a)=0,

Dérivée premicre
f'x)<0six<a
f'x)>0six>a
Dérivée seconde
f'(a@)=0,

f"(a)>0.

GIENAOENAGE:!

Dérivée premicre
f'x)<0six<a
f'x)>0six>a

Dérivée seconde
f"x)<0six<a
f"(x)<0six>a

MODELES EXPONENTIELS LIMITES

Un modéle exponentiel limité est un modele expo-
nentiel dont la croissance ou la décroissance n’est pas
infinie. IIs décrivent des phénomene de croissance ou
de décroissance comportant un état stable (asymptote
horizontale).

Modéles exponentiels

X
Décroissance
avec état stable

Croissance
avec état stable

MODELISATION

La modeélisation est 1a démarche visant a décrire le lien
entre les variables d’un phénomeéne par une regle de cor-
respondance que I’on appelle modéle mathématique.

MOUVEMENT CURVILIGNE

Tout mouvement qui n’est pas rectiligne. La description
et I’analyse d’un mouvement curviligne se fait norma-
lement a I’aide d’équations paramétriques.
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OPTIMISATION

En optimisation, on doit rechercher les valeurs op-
timales d’un modele décrivant une situation ou un
phénomene.

OPERATEUR DE DERIVATION
Symbole qui signifie : dériver I’expression dans la pa-
renthése qui suit. On le note :

<0).

dx

ORDONNEE A L'ORIGINE

Ordonnée du point de rencontre d’une fonction avec
I’axe vertical. C’est la valeur de la variable dépendante
lorsque la variable indépendante est nulle. Dans le cas
d’un modele décrivant un coiit, cette valeur représente
les frais fixes. Lorsque la variable indépendante est
le temps, I'ordonnée a 1’origine représente la valeur
initiale (a ¢ = 0).

PARAMETRE

Le mot parametre s’utilise en divers sens en mathé-

matiques.

Dans son premier sens, le parameétre est un symbole

d’un modele général auquel on peut assigner une valeur

particuliere qui est maintenue constante pour décrire un

phénomene. En ce sens, on dit que les symboles a et b

sont les parametres de la fonction affine :
fix)=ax+b.

En donnant des valeurs a a et b, on obtient une fonction

particuliére. Par exemple, en posanta =2 et b =3 eten

maintenant ces valeurs constantes, on a la fonction :
flx) =2x+ 3.

En changeant la valeur des parameétres, on obtient une

autre fonction affine.

Dans son deuxi¢éme sens, le parametre est une variable
al’aide de laquelle on exprime plusieurs variables entre
lequelles il existe une relation. C’est en ce sens qu’est
utilisé le mot parameétre dans le présent chapitre. Ainsi,
dans I’expression :

x=21"+4
y=3t-1

les variables x et y sont exprimées en fonction du pa-

rametre 7. On peut faire la méme chose dans un repere

tridimensionnel en considérant trois variables et un
parametre.

x=21"+4
y=3t-1
z=12+2t

En statistiques, on utilise le mot paramétre pour repré-
senter différentes mesures d’une série statistique, soit
la médiane, le mode, la moyenne, la variance, ...

PENTE D’UNE DROITE

La pente d’une droite est le rapport de la variation de la
variable dépendante sur la variation correspondante de
la variable indépendante. La pente d’une droite est un
rapport constant quel que soit I’intervalle considéré.

Pente d’une droite

v

A op uoneLIeA ‘Ay

Ax, variation de x

_ Ay _ Variation de y
g Ax  Variation de x

POINT ANGULEUX

Un point anguleux est un point du graphique d’une
fonction ou la courbe change brutalement de direction
et ou la courbe admet deux tangentes distinctes (voir
représentation graphique dans maximum relatif et dans
minimum relatif).

Point anguleux

CENACE N

[/ a x [ a x
f'x)>0six<c f'x)<0six<c
f'x)<0six>c f'x)>0six>c

La fonction f'a un point anguleux a x = ¢ si en ce point
les portions de courbes ont des tangentes distinctes.
Les pentes des tangentes sont des nombres réels et
celles-ci forment un angle.

POINT CRITIQUE

Soit f, une fonction et ¢ un élément de son domaine.
On dit que c est une valeur critique de fsi f'(c) =0 ou
si f'(c) n’existe pas. Si la correspondance est définie,
c’est-a-dire sif{c) existe, alors le point (c; f{c)) est appelé
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point critique. Un point critique peut étre un maximum
relatif, un minimum relatif, un point anguleux, ou un
point de rebroussement.

POINT DE REBROUSSEMENT

Un point de rebroussement est un point du graphique
d’une fonction ou la courbe change brutalement de di-
rection et ou la courbe admet deux tangentes verticales
confondues.

Point de rebroussement

L CENACYE M

(e X I e 5
f'x)>0six<c f'x)<0six<c
f'x)<0six>c f'x)>0six>c

La fonction f'a un point de rebroussement a x = ¢

si en ce point la tangente est verticale et que le signe
de la dérivée premiere est différent a gauche

et a droite de x = c.

Notons qu’une relation peut avoir un point de rebrous-
sement dont la tangente est horizontale.

Point de rebroussement

POINT D’INFLEXION
Un point d’inflexion est un point ou s’effectue un chan-
gement de concavité.

Point d’inflexion

)/
fl© 3.1 3

: v .
f"(C) 0, \\ //"(C) 0,

f"(x)>0six<c f"(x)<0six<c
f"(x)<0six>c f"(x)>Os1x>c

La fonction f'a un point d’inflexion a x = ¢ si f"(c) = 0

et que la dérivée seconde a un changement de signe a x = c.

PREIMAGE D’UN COUPLE

Soit (c; d), un couple d’une relation. La préimage est le
premier élément du couple et ’'image est le deuxieme
élément du couple.

PROPRIETES DES LIMITES

Si L, M, c et k sont des nombres réels et que :
lim f(x)=L et lim g(x)=
X—cC

X—C

alors on a les propriétés suivantes :
o lim[ f(x)+ g(x)]=lim f(x)+ lim g(x)=L+ M,
X—C X—C X—C

o lim[ f(x)— g(x)]=lim f(x)— lim g(x)=L- M,
o lim [kf(x)] =k lim f(x)=kL,

+ Tim[ fgeo] = lim ) 1im g(x)) =

. hm[f( )} (’lcigif(x))—— siM#0
e (imae) M

- lim f@” = |:11m f(x)} =L,

En utilisant ces propriétés pour évaluer des limites, on a
constaté rapidement que dans la plupart des cas, on peut
évaluer la limite en calculant I’image par la fonction.

RELATION DE A DANS B

Ensemble de couples (c; d) telque c € Aetd € B. L’en-
semble A est appelé I’ensemble de départ de la relation
et B, I’ensemble d’arrivée de la relation.

RELATION RECIPROQUE

Relation obtenue en intervertissant les composantes de
chaque couple de la fonction. La relation réciproque
est parfois une fonction, on I’appelle alors fonction
inverse.

TANGENTE A UNE COURBE

La tangente en un point d’abscisse c est la droite vers
laquelle tendent les sécantes passant par les points
(c; f(c)) et (c+Ax; f (c+Ax)) lorsque Ax tend vers 0. La
tangente touche la courbe en un point (Blaise Pascal
I’appelait la fouchante).
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TAUX DE VARIATION MOYEN
Le taux de variation moyen d’une fonction y = f{x) sur
un intervalle [x,; x,] est le rapport de la variation de la
variable dépendante sur celle de la variable indépendante
dans cet intervalle. On le note :

Ay

ou TVM|
Ax

[xsx,1°

[x5x, ]
)
(x,3 /(%))

>

1

Pour fins de calculs, il est défini par :
Ay _DTh uﬂ =f(x2)_f(x1)
Ax Ax X, —x

i1 X2 =X [x,:%,1

ou est x, — x, est la largeur Ax de I’intervalle.

Si I'intervalle est noté [c; ¢ + Ax], le taux de variation
moyen est alors :
Ay
Ax

_ fe+AD - f(©)
Ax ’

[cic+Ax]

Graphiquement, le taux de variation moyen est la pente
de la sécante a la courbe passant par les points (x; f(x,))
et (x,; f(x,)) ou par les points (c; f(c)) et (c+Ax; flc+Ax),
selon la notation utilisée.

TAUX DE VARIATION INSTANTANE

Lorsque la variable indépendante est le temps ¢, le
taux de variation ponctuel est appelé taux de variation
instantané.

TAUX DE VARIATION LIES
Lorsqu’il existe un lien entre deux variables, il existe
également un lien entre leurs taux de variation instanta-
nés. On dit alors que les taux de variation sont liés. Pour
obtenir la relation entre les taux, on dérive implicitement
la relation entre les variables.

TAUX DE VARIATION PONCTUEL

Le taux de variation ponctuel en un point (c; f(c)) est
la valeur limite des taux de variation moyens sur des
intervalles emboftés dont la largeur tend vers O au voi-
sinage du point. On le note :

b1 ou TVP|

dx|,

et il est obtenu en évaluant :
i Je+ A0 f()
Ax

Graphiquement, le taux de variation ponctuel est la
pente de la tangente au point d’abscisse c, soit le point

(c; fl0)).

Ax—0

Taux de variation ponctuel,

pente de la tangente
Y

(c; ),

Il est impossible de calculer directement le taux de
variation ponctuel car pour calculer la pente d’un seg-
ment de droite, il faut en connaitre deux points et on
ne connait que le point de tangence. C’est pourquoi il
faut prendre la limite des pentes des sécantes sur un
intervalle de largeur Ax au voisinage de ¢, lorsque Ax
tend vers 0. On a donc :
dy| _ o e An - )

dx . Ax—0 Ax

Pente de la tangente,
valeur limite des pentes des sécantes.
Y (ctAx; fletAx))

TEST DE LA DERIVEE PREMIERE

Test qui permet, en analysant le signe de la dérivée
premiére au voisinage d’un point critique, de déterminer
si ce point correspond a une valeur maximale ou a une
valeur minimale de la fonction.
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Test de la dérivée premiére
Si la dérivée premicre s’annule, la tangente est horizontale.

—\ ¥ 5
2 /-
b &
o \
. /i@~ 0
| a \ox a x

Si, de plus, f'(x) > 0six<a
etf'(x)<0six>a

f(x) a un maximum relatif
ax=a.

Si, de plus, f'(x) <0six<a
etf'(x)>0six>a

fx) a un minimum relatif
ax=a.

TEST DE LA DERIVEE SECONDE

Test qui permet, en analysant le signe de la dérivée
seconde en un point critique associé a un zéro de la
dérivée premiere, de déterminer si ce point correspond
a une valeur maximale ou a une valeur minimale de la
fonction.

Test de la dérivée seconde
Si la dérivée premiére s’annule, la tangente est horizontale.

7t f'(@)=0 1
! f"(@)>0
/(@) <0 N
g f'la)=0
a Y x

Si, de plus, /"'(a) <0, la courbe Si, de plus, /"(a) > 0, la courbe
est concave vers le bas et fix)  est concave vers le haut et f{x)
aun maximum relatifAx =a.  a un minimum relatif a x = a.

THEOREME DU SANDWICH
Le théoréeme du sandwich est a ’effet que lorsque les
images d’une fonction f{x) sont toujours comprises entre
celles de deux autres fonctions, g(x) et 4(x) au voisinage
d’une valeur a et que ces deux fonctions ont la méme
limite L lorsque x tend vers a,

lim g(x) = lim h(x) = L,

xX—a x—a

alors }Cf}l f=L.

THEOREME DU SANDWICH

VALEUR CRITIQUE

Soit f, une fonction. On dit qu’un élément a du do-
maine de f est une valeur critique de f relative a I’une
de ses dérivées si la dérivée s’annule a x = a ou si elle
n’existe pas.

Valeurs critiques, dérivée premiére

Sif'(a) =0, la tangente est horizontale a x = a. Le point
(a; fla)) est alors appelé point critique.

Si f'(a) n’existe pas, la fonction a une asymptote ver-
ticale a x = a.

Valeurs critiques, dérivée premiére
D

S'(B)=0
af ;
~—/ b V] X
r@=o \if@d
Tangente horizontale en a et en b,
asymptote verticale en c.

Valeurs critiques, dérivée seconde

Si f"(a) = 0, la fonction f peut avoir un maximum,
un minimum ou un point d’inflexion a x = a. Le point
(a; fla)) est appelé point critique.

Sif "(a)n’existe pas, la dérivée premicre a une asymptote
verticale a x = a. La fonction peut avoir une asymptote
verticale, un point anguleux ou un point de rebrous-
sement.

Valeurs critiques, dérivée seconde
fv'(c)z f"(e)=0

Point de rebroussement Point d’inflexion

-0

Point d’inflexion

[—a|pil e

IOE V4

Asymptote verticale

Q
=

d
s

Point anguleux

VALEURS OPTIMALES

Valeurs maximales et valeurs minimales d’une fonction
ou d’un modele (voir aussi maximum et minimum
relatif et absolu).



Annexe 2 — Calcul différentiel, applications en sciences humaines , André Ross

VARIATION
Tout changement de la valeur d’une variable est appelé
une variation. Pour représenter une variation de la varia-
ble x, on écrit Ax, qui se lit delta x. Si la valeur initiale
de cette variable est représentée par c et la valeur finale
par d, la variation Ax est donnée par :

Ax=d-c.
Soit f, une fonction continue sur un intervalle fermé
[c; d]. La variable dépendante y subit une variation Ay
lorsque la variable indépendante x varie. Dans I’interval-
le [c; d], 1a variation de la variable dépendante est :

Ay = fld) - flc).

Jx)
(d; fid))

(&3 % N o

VITESSE INITIALE

La vitesse initiale est la vitesse d’un mobile au temps
t =0, c’est-a-dire a I’instant ou débute 1’étude du phé-
nomene.
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