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Bonaventura
Cavalieri

1598-1647

Cavalieri a appliqué sa méthode pour calculer I'aire de diverses figures.

Initialement, les indivisibles étaient des lignes droites, mais dans certaines

situations, il fallait rectifier des lignes courbes pour déterminer I'aire de

la figure.

Bonaventura Cavalieri
Calcul d’afres
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La méthode des indivisibles développée
par Cavalieri découle d'une conception
de la matiére et du continu propre a cer-
tains philosophes scolastiques qui pen-
saient que la matiere était composée de
particules insécables ou atomes dont
la nature differe de celle de la matiere.
Dans cette conception la décomposition
de la matiére est limitée puisque celle-
ci est constituée de ces particules. La
méthode des indivisibles de Cavalieri se
fonde sur cette conception de la matie-
re. Pour lui une figure plane est consti-
tuée de lignes, un solide est constitué de
plans et c'est la somme de ces indivisi-
bles qui donne l'aire de la surface ou le
volume du solide.

Dans son Traité des Indivisibles, Cavalie-
ri congoit une surface comme constituée
par des droites paralleles équidistantes
et un solide comme composé de plans
paralléles équidistants.

Lillustration ci-contre aide a compren-
dre les applications simples de sa mé-
thode. Ces deux figures sont incluses en-
tre deux droites paralleles PQ et RS. Si
on trace une droite UV quelconque pa-
rallélement aux droites PQ et RS, les seg-
ments interceptés par cette droite sont
tous deux de longueur a puisque des
droites paralleles comprises entre deux
paralleles ont méme longueur. Ceci étant

vrai pour toutes les droites que I'on peut
tracer parallelement a PQ et RS, il s'en-
suit que l'aire du parallélogramme est
¢gale a l'aire du rectangle, soit A= ab.
On conclut :

L'aire d'un parallélogramme est égale
au produit de sa base par sa hauteur.

La méthode de Cavalieri peut étre géné-
ralisée pour trouver l'aire de figures lors-
que l'aire des indivisibles est dans un
rapport donné :

Si deux figures planes ont méme hau-
teur et si des sections qui sont obte-
nues par des lignes paralléles aux ba-
ses et d égale distance de celles-ci sont
toujours dans un rapport donné, alors
les aires des deux figures sont aussi
dans le méme rapport.

Kepler a procédé de cette facon pour dé-
terminer des aires en comparant des fi-
gures dont des sections sont toujours
dans un rapport donné. En particulier,
il a déterminé I'aire d'une ellipse dont
la demi-longueur du grand axe est b et
dont la demi-longueur du petit axe est a.
Il compare les sections de cette ellipse a
celles d'un cercle de rayon a.



En tracant une ligne GH paralléle aux
droites 1J et KL, on détermine des seg-
ments AB et CD de telle sorte que :

=278
a
Cette caractéristique est vraie pour tous

les segments et on conclut :
b o
Adliipse = Ex ma® =mab

Il est important lorsqu'on développe une
procédure nouvelle de s'assurer que les
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résultats qu'on ob-
tient avec cette
procédure sont les
mémes que Ceux
déja connus. Ainsi,
I'aire d'un disque est
constitué de cercles
concentriques.

En déroulant ces
cercles, on obtient
un triangle dont la
base est 2mr et la
hauteur est r. L'aire

est donc égale a mr2.

La spirale d'Archi-
mede est obtenue en déplacant un point
sur un segment de droite selon un mou-
vement uniforme tandis que la droite
tourne autour de son extrémité selon
un mouvement uniforme. Archimede
a démontré que l'aire de la spirale est
€gale au tiers de l'aire du disque qui la
contient.

Pour parvenir au méme résultat, Cava-
lieri utilise comme indivisibles des arcs
de cercle qu'il redresse en segments. Le
principe de construction de la spirale
d'Archimede permet de dire que si l'arc
de cercle a pour angle au centre 6 (ex-
primé en radian), son rayon est

(-5)

La longueur de I'arc de cercle est donc
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r9(1—iJ= r(e—e—]
2T 2T

ou O est un angle variant de 0 a 2.

Les segments redressés sont donc les in-
divisibles d'une parabole de base r et de
hauteur 7tr/2. Depuis Archiméde, on sait
que l'aire d'une telle surface est égale au
2/3 du rectangle qui la contient.

La parabole et la spirale sont constituées
d'indivisibles de méme longueur. Leurs
aires sont égales. L'aire de la spirale est :

A= 2r>< r_ n_r2
3 2 3

Puissance des lignes

Cavalieri a utilisé sa méthode des indivi-
sibles pour déterminer ce qu'il appelle les
puissances de lignes dans un parallélo-
gramme. En utilisant I'écriture moderne,
sa conjecture est :

Il a « démontré » ce résultat pour n < 9.
La méthode des indivisibles a fait I'objet
de plusieurs critiques du fait que les in-
divisibles ne sont jamais clairement défi-
nis. Le suisse Paul Guldin (1577-1642) a
présenté les plus séveres critiques, ima-
ginant méme un exemple illustrant que
la méthode des indivisibles donne par-
fois des résultats erronés. Il montre que
la méthode des indivisibles permet de
conclure que dans un triangle ABC dont
les cotés AB et BC sont inégaux, la hau-
teur BD divise le triangle en deux trian-
gles de méme aire. En effet, des coupes
horizontales comme JK, IL et HM déter-
minent des segments indivisibles ver-
ticaux €gaux deux a deux, les triangles
ABD et BCD ont donc méme aire.
Cavalieri répliqgue en disant que dans
cette construction, les indivisibles ne
sont pas €galement distribués dans les
deux sous-triangles. Cette réponse ne
regle rien. Pour réponde correctement, il
faut découper la surface en rectangles et
I'aire est la limite lorsque la largeur de
ces rectangles vers O.

Aire de la spirale
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