Equations différentielles

Exercice 01A : Placement
On place un montant de 5 000 $ a un taux continu de 5 %, Déterminer le

modele décrivant le montant accumulé en fonction du temps .

Solution

Equation différentielle REMARQUE
On peut visualiser ’évolution du

Puisque I'intérét est continu, on a un taux relatif constant et 'équation  ¢apital en représentant graphiquement

différentielle est les valeurs calculées.
dC'dt _ 0.05. :
Tempst | Capital
Solution de ’équation différentielle (années) ()
Pour résoudre 1’équation, on sépare les variables et on applique I'opérateur v S LLHIL
d’intégration. S 6 420,13
dc .. rdC 10 8243,61
‘& =0.05d1, dou J.?—0,0SJdt. 5 |
InIC1=0,05¢ + k qui donne | C| = 003 +k = gke0.057, 20 13 591,41
25 17 451,71
On obtient la solution générale C = C, e*%", ’
La valeur initiale est de 5000$, la solution particuliere est donc cw

C(t) = 5000 005, 2

Exercice 01B : Utilisation du modéle

[\
(=)

—_
W

Calculer le montant accumulé par intervalle de cinq ans pour les 25 pro-
chaines années si le taux demeure constant.

Solution

W

Capital (milliers de $)
=)

Pour déterminer le montant accumulé dans 5 ans, on calcule I'image de 5
par le modele 5 10 15 20 25 ¢

Temps (années)
C(5) =5 000 %055 = 6420,127 ...

Le montant accumulé dans 5 ans est de 6420,13 $.

On procede de la méme facon pour calculer le montant accumulé par inter-
valles de cinq ans.

Exercice 02A : Dépréciation

Une compagnie achéte de nouveaux appareils électroniques au colit de
60000 $. Le taux de dépréciation annuel relatif de cet équipement est
de 20 %. Déterminer le modele décrivant la valeur de I’équipement en
fonction du temps ¢.

Solution
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Equation différentielle
Puisque la dépréciation est continu, on a un taux relatif constant et I'’équa-
tion différentielle est

dv'dt

-0,2.
14

Solution de ’équation différentielle

Pour résoudre I’équation, on sépare les variables et on applique 'opéra-
teur d’intégration.

WV 02dr, don [V =02 a.
%4 \%4

InlVI=-02t+ k qui donne | V| = =02 +k = gke=0.21,
On obtient la solution générale V =V, e=0",
La valeur initiale est de 60 0008, la solution particuliére est donc
V() = 60000 02
Exercice 02B : Utilisation du modéle

Déterminer la valeur de revente dans 1 an.

Solution

Pour déterminer la valeur de revente dans 1 an, on calcule I'image de 1 par
le modele,

V(1) = 60 000 e 0-2¢! = 49123,86
La valeur de revente dans 1 an est de 49 123 $.
Exercice 02C : Utilisation du modéle

La politique de la compagnie est de changer les appareils lorsque ceux-ci
ont perdu la moitié de leur valeur d’achat. Calculer dans combien de temps
la compagnie devrait changer ces appareils.

Solution
On doit déterminer la valeur de ¢ pour laquelle
60000 ¢ = 30000.

En divisant les deux membres de I’équation par 60 000, on obtient :

02 =1 on 0,20 =] L |etr= "L 23,47,
2 2 0,2 \2

’

Il faudra remplacer ces appareils dans trois ans et demi.
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Valeur (milliers de $)

Tempst | Valeur
(années) $)
0 60 000
1 49 124
2 40219
3 32929
4 26 960
5 22 073
40
60
40
20

2

3 4 5

Temps (années)
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Exercice 03A : Pollution

Un déversement accidentel a décimé la population de truites d’un lac.
Apres avoir récupéré les matieres polluantes, le ministere de I’environne-
ment a fait évaluer la population restante. Les chercheurs I'ont estimé a
350 individus alors qu’avant le déversement, elle était de 6 000 individus.
On croit que la population augmentera de nouveau proportionnellement
a la différence entre la population avant le déversement et la population
apres le déversement et que la constante de proportionnalité est 0,25.

Ecrire cette information a I’aide d’une équation différentielle.

Solution

Equation différentielle

Puisque la croissance de la population est proportionnelle a la différence
entre la capacité du milieu et la taille de la population de truites, I'équation
différentielle

dap =0,25(6000 - P).
dt

Solution générale de I’équation différentielle
Pour résoudre cette équation, on sépare les variables et on applique 'opé-
rateur d’intégration.
dp
6 000-P

dpP

025 ar.
6 000— P

=0,25dr,d’otr |

Pour intégrer le membre de gauche, il faut procéder par changement de
variable en posant u = 6 000 — P, d’ou du = —dP. On a donc dP = —du On
substitue ces expressions dans I'intégrale,

_J@:0,25Jdt, d’ou Idl=—0a25j
u u

On effectue I'intégrale, qui donne
Inlul =-0,25¢ + k.
En substituant 6000 — P a u et en isolant P, on obtient
In16000 — Pl =-0,25¢ + k,
16000 — P| = ¢ 025+ k — pkp=0.251

6000 — P = +eke 023"
6000 -P = boe‘o’m
P=6000 - bOe*OJS’

La solution générale est donc P = 6000 — boe‘0’25’.

Solution particuliére de I’équation différentielle

Initialement, la population est de 350 truites. En substituant cette valeur
dans la solution générale, on a
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350 = 6000 — boeo, qui donne b, = 5650.
La solution particuliere est
P(t) = 6000 — 5 650023,
Exercice 03B : Utilisation du modéle

Quelle sera la population de truites dans cinq ans ?

Solution
On calcule I'image de 5 par le modele,
P(5) = 6000 — 5 650¢7025 = 4381,247 ...

Dans cinq ans, la taille de la population de truites devrait étre d’environ
4380 individus.

Exercice 03C : Utilisation du modéle

Déterminer dans combien de temps la population sera de 3000 truites.

Solution

On égale le modele 3000 et on résout I'’équation. Pour ce faire, il faut
d’abord simplifier,

6000 — 5 650¢925 = 3000
-5 650¢70-25 = 3000
o051 _ —3 000 _ 60
-5650 113

On prend le logarithme des deux membres de I’équation,

In (e_o’m) = ln(60j
113

4),25f:1n(60j
113

t:_lln(w):2,532
0,25 113

On obtient que la taille de la population devrait atteindre 3 000 truites dans
environ 2 ans et demi.

Exercice 04A : Propagation

Une maladie contagieuse se propage dans une petite ville. On a déja re-
censé 50 cas de cette maladie et le centre de santé considere qu’il pour-
rait y avoir jusqu’a 400 personnes a risque. De plus, on considere que si
aucune mesure n’est prise, le taux de croissance par jour du nombre de
personnes affectées est proportionnel au nombre de personnes atteintes et
a la proportion de personnes a risque qui n’ont pas encore été infectées. La
constante de proportionnalité est de 0,15.

Déterminer le modele décrivant la population au temps ¢.

Solution
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Equation différentielle

Le nombre de personnes infectées est P et la proportion de personnes a
risque non encore infectées est

- P

400

Puisque le taux de propagation est proportionnel a ces deux expressions,
c’est-a-dire a leur produit, I’équation différentielle est

ar =0,15P[1—P)=0,15P[400_P)
dt 400 400

Solution générale de I’équation différentielle

Pour résoudre cette équation, on sépare les variables et on modifie le
terme de gauche,

4004P =0,15dt, d’ou d—P+ ap

=0,15dt.
P(400 - P) P 400-P

On applique l'opérateur d’intégration.

dP [ dP
f?+ | o =0.15 | dr.

La premiere intégrale du membre de gauche s’effectue directement et
on obtient Inl|PI. Pour la deuxieme intégrale du membre de gauche, il
faut procéder par changement de variable en posant u = 400 — P, d’ou
du =—dP. On a donc dP = —du On substitue ces expressions dans I'inté-
grale,

ap  _ J‘ du
400-P u
ce qui donne —Inlul=-In 1400 — PI. On a donc
InlPl—1In 1400 — Pl =0,15¢ + k.
On change le signe des deux membres de I’équation,
—InlPl+In 1400 — Pl =-0,15¢ — k.

On modifie 'expression a l'aide de la regle de la différence de deux
logarithmes, puis on exprime I’équation sous forme exponentielle.

ln4OO_P=—O,15t—k,
400-P _, i is:

P
400-P :boe_lst-

P
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Solution particuliére de ’équation différentielle

Au temps 0, 0on a P =50, on substitue ces valeurs dans I’équation ,
350

400-350 =bye’, dotthy=""=17.
50 50
En substituant 7 a b,,
740(;_10 276015 dron 200 _j 2 g,05t g A0y g 00ust

400
En isolant P, on a la solution générale P(f)= 117005
+/e

Exercice 04B : Utilisation du modéle

Déterminer dans combien de temps le nombre de personnes atteintes sera
de 150 si aucune mesure n’est prise.

Solution
On cherche la valeur de 7 dont I'image par le modele est égale a 150.

Pour résoudre ’équation, il faut d’abord simplifier

740% =150, d’oti 1+7¢ _400_8
1+7¢ ! 150 3
770151 Z O 0SS

21
On prend le logarithme des deux membres de I’équation,

-0,15¢t =ln(5] etr :_lln(5]=9,567
21 0.15 (21

On obtient que si rien n’est fait, le nombre de personnes atteintes aura
triplé en dix jours.
Exercice 04C : Utilisation du modéle

Le centre de santé organise une campagne de vaccination des personnes
a risque, mais la mise sur pied de la campagne et la réception des doses
de vaccins nécessite quatre jours de délai. Combien y aura-il de personnes
atteintes apres ces quatre journées ?

Solution
On calcule I'image de 4 par le modele.

P(4):1 400

On obtient que dans quatre jours il y aura environ 83 personnes atteintes.
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Exercice 05A : Campagne publicitaire

Une compagnie lance une campagne publicitaire pour mousser les ventes
de I'un de ses produits d’utilisation courante. La compagnie estime que le
marché potentiel est de 2000 consommateurs et le nombre actuel de clients
par semaine est de 100 personnes. On estime que le taux de variation du
nombre de consommateurs est proportionnel a la proportion des consom-
mateurs potentiels qui utilisent déja le produit et a la proportion de ceux
qui ne l'utilisent pas. La constante de proportionnalité est 400 et le temps
de campagne est mesuré en jours.

Déterminer le modele décrivant le nombre de clients hebdomadaires au
temps .

Solution

Equation différentielle

La proportion de consommateurs actuels parmi les clients potentiels est
P/2000 et la proportion de clients potentiels qui ne consomment pas le
produit est 1 — P/2000.

Puisque le taux de propagation est proportionnel a ces deux expressions,
c’est-a-dire a leur produit, I’équation différentielle est

P g0 P (1— P j=0,2P[2OOO_PJ
di 20000 2000 2 000

Solution générale de I’équation différentielle

Pour résoudre cette équation, on sépare les variables et on modifie le
terme de gauche,

2000dP _ 5 qon w2
P(2 000 - P) P 2000-P

On applique I'opérateur d’intégration
Jo+ TS s

La premiere intégrale du membre de gauche s’effectue directement et on
obtient InlPI. Pour la deuxieme intégrale du membre de gauche, il faut
procéder par changement de variable en posant u = 2000 — P, d’ou du
=—dP. On a donc dP = —du On substitue ces expressions dans I'intégrale,

[T

2 000-P

=0.2 ] dr.
2 000 P

ce qui donne —Inlul=-In 12000 — PI. On a donc
InlPl—1n 12000 — Pl =0,25¢ + k.
On change le signe des deux membres de I’équation.
—InlPl+1n 12000 — Pl =-0,25¢ - k.
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On modifie I'expression a l'aide de la regle de la différence de deux
logarithmes, puis on exprime I’équation sous forme exponentielle.

In 2 000-P =021k,
2 000-P-P kg2
P
2 000-P =b0e72’.
P

Solution particuliére de I’équation différentielle

Au temps 0, on a P = 50, on substitue ces valeurs dans I’équation,

2 000—-100 =b0e0, doi by = 1 900 ~19.
100 100
En substituant 19 a b,
2000=P _ 1,000 gy 2000y _ 1902 o @ =1+19¢70%.

En isolant P, on a la solution générale

P(t)= 2000 OO_% TR
1+19¢ ™

Exercice 05B : Utilisation du modéle

Déterminer combien de temps apres le début de la campagne publicitaire

la compagnie aura 1 000 clients par semaine.

Solution

On cherche la valeur de 7 dont I'image par le modele est égale a 1 000. Pour
résoudre I’équation, il faut d’abord simplifier

2000 _, 000, d’ot 141970 = 2000 _

e TR =22,
1+19¢ 70 1000

19¢0% =1ete ¥ = i
19

On prend le logarithme des deux membres de I’équation,

—0,2t=ln(1] ett=_lln(ljzl4,722
19 0,2 \19

On obtient que la compagnie aura 1 000 clients par semaine apres 15 jours
de campagne publicitaire.
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