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Les notations que nous utilisons en calcul différentiel et intégral sont

en bonne partie inspirées de celles de Leibniz. Pour en comprendre les
raisons, il faut comparer sa notation a celle de Newton.

Leibniz
Les notatfons modernes

Pour qu'une notation soit adoptée par
la communauté mathématique, il faut
qu'elle représente bien les concepts,
qu'elle soit simple d'utilisation et que
son écriture se préte bien a I'expression
des propriétes.
Dans sa méthode des fluxions, Newton
a développé une notation qui consistait
a ajouter un point au-dessus de la let-
tre représentant la variable dont il sou-
haitait déterminer la fluxion (ou taux de
variation par rapport au temps). Pour lui,
toutes les variables varient continGment
et uniformément dans le temps. Pour
déterminer le taux de variation d'une
variable par rapport a une autre, il de-
vait d'abord déterminer les fluxions de
chacune des variables, puis en calcu-
ler le rapport. Ainsi, pour déterminer le
taux de variation de y par rapport a x de
y = x°, Newton pose :
y+yo=(x+xo)’
=x"+3x* %0+ 3xx’0’ + x°0’
Puisque y = x°, il reste :
yo=3x"%o+3xx’0’ + x°0°
En divisant chaque membre de I'équa-
tion par o, il obtient :
y=3x"x+3xx’0+ x°0’
En négligeant alors les termes contenant
le petit intervalle de temps o, il obtient :

y=3x"x
Ayant obtenu la relation entre les
fluxions, il reste a déterminer le taux de
variation de y par rapport a x, qui est le
quotient des fluxions, soit :

—)_/z 3x°

X
L'utilisation de cette notation est inu-
tilement compliquée, mais elle a per-
mis a Newton de contourner le proble-
me de I'indétermination de la forme 0/0
en comparant toute variation a un mou-
vement. |l faisait appel a la notion intui-
tive qu'une variation, comme un mou-
vement, se fait de facon continu et uni-
forme pour déterminer le quotient des
fluxions. La notation de Newton a conti-
nué a étre utilisée pendant environ un
siecle en Grande-Bretagne et est encore
parfois utilisée en physique pour repré-
senter le taux de variation par rapport
au temps, mais elle ne s'est jamais large-
ment répandue.

Sur le continent européen, la notation
adoptée a été celle de Leibniz. Celui-ci
concevait dx et dy comme de petits ac-
croissements des variables x et y respec-
tivement. Leur rapport donnait une me-



sure du taux de variation de 'une par
rapport a l'autre.

Dans la notation moderne, nous utilisons
la lettre grecque A (delta) pour désigner
la petite variation et le taux de variation
moyen sur un petit intervalle est noté :
4y
A X
La notation dy/dx est réservée a la limi-
te de ce rapport lorsque Ax tend vers 0,
soit :
d :
Y im
dx Ax=0A X
Par exemple, pour déterminer la dérivée
de la fonction y = X%, on note :
dy . (x+hP-x
i R e
ax h=0 h
— lim x> +3x’h+3xh* + h* — x°
h—0 h
_3x°h+3xh* +h°
=lm——
h—0 h
_ h(3x*+3xh+h?)
=lim ——=
h—0 h

= 1@0(3% +3xh)

=3x2.

Ay

La notation dy/dx présente divers avan-
tages. Elle permet d'exprimer simple-
ment les propriétés par rapport aux opé-
rations algébriques :

i(ku) = k% oU k est une constante
ax ax

d du av
—U+v)=—+—
ax dx dx
d du dv
—(uv)=v—+u—
ax ax ax

du dv

i(ﬂ}vdx_“dx
dx \v v?

Cette notation permet également de
représenter les dérivées des fonctions
usuelles, comme la fonction puissance :

Leibniz, les notations modernes

i(x”) =nx"".
ax

| André Ross

La notation de Leibniz permet une repreé-
sentation tres imagée des taux manipu-
lés. Par exemple, si y = f(x), le taux de va-

riation de y par rapport a x se note :
&y
dx

Si x = g(1), le taux de variation de x par

rapport a t se note :
ax

dt

De plus, elle se comporte souvent com-
me une fraction ordinaire. Par exemple,
siy=flx) et x=g(d), alors yest une fonc-
tion composée de tet la dérivée de y par
rapport a t est obtenue par la dérivation

en chaine, soit :
dt  dx dt

Méme si la dérivée est la limite d'un rap-
port lorsque Ax, ou At, tend vers O, elle
se comporte comme le rapport de deux

quantites finies.

De plus, si y = f{x) est une fonction inver-
sible, son inverse est x =f~1(y) et la déri-

vée de la fonction inverse est la réci-
proque de la dérivée de la fonction,
soit :

dx 1

dy dy/dx

Dans ce cas également, la notation
se comporte comme une fraction
ordinaire.

La notation de Leibniz s'est réveé-
lée plus souple a utiliser que celle
de Newton. De plus, Leibniz n'a pas
tenté de contourner le probléeme de
l'indétermination par l'analogie in-
tuitive du mouvement continu. Il a
abordé le probléeme par les différen-
ces et s'est inspiré du triangle ca-
ractéristique de la courbe pour ten-
ter de donner un sens au rapport de
deux infiniment petits.

dx R

S

Les trois cOtés infinitésimaux du trian-
gle NMR sont parfaitement détermi-
nés par la similitude avec le triangle
TNQ formé par la sous-tangente TQ,
I'ordonnée QN et la longueur du seg-
ment TN de la tangente. Le rapport de
deux infiniment petits a toujours une
valeur finie, soit le rapport de deux
segments finis, soit :

dy _NQ_y

dx TQ t

ou test la longueur de la sous-tan-
gente.
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