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Euler considère les fonctions exponen-
tielles de base a > 1. Celles-ci forment 
un ensemble de courbes et l’image de 0 
par chacune de ces fonctions est égale 
à 1. La pente de la tangente à ces cour-
bes au point (0; 1) dépend de la valeur 
de a. 

Le nombre e est celui pour lequel la pen-
te de la tangente à la courbe au point  
(0; 1) est égale à 1. 

L’équation de la tangente à la courbe au 
point (0; 1) est alors y =1 + x.

Euler croyait qu’une courbe est une ligne 
polygonale formée de segments droits 
de longueur infinitésimale. Selon cette 
conception, le segment de longueur in-
finitésimale qui contient le point (0; 1) 
coïncide donc avec la droite tangente  
y = 1 + x. 

Pour Euler, l’image d’une valeur infini-
ment petite z doit donc être à la fois sur 
la courbe et sur la droite, ce qui signi-
fie que pour z infiniment petit, on peut 
écrire :

ez = 1 + z.

Par ailleurs, tout nombre peut s’écrire 
comme le produit d’un infiniment pe-
tit et d’un infiniment grand. Par consé-
quent, x peut s’écrire sous la forme 

x = zm 

où z est un infiniment petit et m un infi-
niment grand. Par les propriétés des ex-
posants, il obtient alors :

ex = ezm = (ez )m

et, puisque z est un infiniment petit, 

ez = 1 + z,

ce qui donne :

ex = (ez )m = (1 + z)m

En isolant z dans x = zm, il obtient :
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En substituant cette expression à z, il ob-
tient alors :
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où m est un nombre infiniment grand.

Dans son ouvrage Introductio in analysin infinitorum, Leonhard Euler a 

développé ex en une somme infinie de puissances de x. Le développement 

en somme de puissances d’une fonction permet d’exprimer celle-ci sous la 

forme d’expressions plus simples à dériver et à intégrer.
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En écriture moderne, on indique que m 
est infiniment grand en écrivant :
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Développement binomial
Euler utilise alors le développement bi-
nomial de (1 + z)m et écrit :

Cependant, puisque m est infiniment 
grand, il s’ensuit que 

	 m – 1 = m

	 m – 2 = m

	 m – 3 = m, ...

En substituant dans l’expression précé-
dente, il obtient alors :
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Il obtient donc le développement de ex 
en une somme infinie de puissances de x 
qu’on appelle série de puissances.
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Cette expression était très utile pour cal-
culer l’image d’une valeur de x par la 
fonction exponentielle de base e. Ainsi, 
dans le cas particulier où x = 1, on ob-
tient :
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Pour calculer l’image de 1, les trois pre-
mières décimales sont exactes en ne re-
tenant que les sept premiers termes du 
développement.

Le calcul de l’image n’est pas le seul in-
térêt du développement en série de puis-
sance. Ainsi, en appliquant l’opérateur 
de dérivation aux deux membres de l’ex-
pression décrivant ex comme somme de 
puissances de x, on obtient :
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Par conséquent, la dérivée de f(x) = ex est 
f '(x) = ex. La fonction exponentielle de 
base e est sa propre dérivée.

Dans ce raisonnement d’Euler, les infini-
ments petits et les infiniments grands se 
sont faufilés pour permettre d’écrire que 
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puis ils sont disparus. De même, on peut 
être très critique envers la représentation 
d’une courbe comme ligne polygonale 
formée de segments droits de longueur 
infinitésimale. On peut dire que les infi-
niments petits et les infiniments grands 
ont été manipulés sans précaution, mais 
le résultat est quand même valide et fait 
preuve de beaucoup d’imagination.

Ce raisonnement d’Euler illustre le peu 
d’intérêt pour les fondements dans les 
débuts de l’analyse, même chez les plus 
grands mathématiciens. La recherche de 
rigueur s’est implantée à partir des tra-
vaux  d’Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857).
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La pente de la tangente 
en tout point de la courbe  
f(x) = ex est égale à l’or-
donnée du point.


