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Leibniz
1646-1716

En représentant les termes d'une
série par des ordonnées, la som-
me des ordonnées est une ap-
proximation de |'aire sous la cour-
be et la différence de deux ordon-
nées successives est approximati-
vement la pente de la tangente
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Entre 1673 et 1676, Leibniz développe sa méthode de calcul diffé-
rentiel et intégral, méthode qui fut présentée dans des articles parus

dans Acta eruditorum. Il présente dans ces articles les grandes lignes du

calcul différentiel et intégral en développant une notation et des al-

gorithmes efficaces qui sont encore en usage de nos jours.

Leibniz
Le calcul ﬁmﬁmiﬁéﬁma[

Dans une lettre au Marquis de I'Hospital
en mars 1695, Leibniz écrit! :

Reconnaissant cette grande utilité des
différences et voyant que par le calcul
de M. Descartes 'ordonnée de la cour-
be peut étre exprimée, je vis que trou-
ver les quadratures ou les sommes des
ordonnées n'est autre chose que trou-
ver une ordonnée dont la différence est
proportionnelle a ['ordonnée donnée.
Je reconnus aussi bientot que trou-
ver les tangentes n'est autre chose que
différentier et trouver les quadratures
n'est autre chose que sommer, pourvu
qu'on suppose les différences incom-
parablement petites.

Leibniz avait compris que la formation
des séries de différences et des séries
de sommes sont des opérations inver-
ses |'une de I'autre. En ayant recours a
la géométrie analytique, il applique cette
observation des séries dans un contexte
géomeétrique.

En représentant les termes d'une sé-
rie par des ordonnées équidistantes, la
somme de la série est une approxima-
tion de I'aire sous la courbe et la diffé-

1. http://archive.org/stream/leibnizensmathe08
leibgoog#page/n477/mode/2up

rence de deux ordonnées successives est
approximativement la pente de la tan-
gente. Plus l'intervalle entre les ordon-
nées est petite, meilleure est I'approxi-
mation. Si cet intervalle est infiniment
petit, les approximations deviennent des
résultats exacts : la quadrature est égale
a la somme des ordonnées et la pente de
la tangente est égale a la différence des
ordonneées.

Peut-on vraiment donner un sens a des
grandeurs infiniment petites ?

A la lecture du Traité des sinus du quart
de cercle de Pascal, Leibniz a remarqué
une configuration géométrique qui a
joué un grand réle dans sa démarche.
C'est celle du triangle formé par une par-
tie infiniment petite de la tangente a la
courbe et des portions infiniment petites
de l'abscisse et de I'ordonnée.
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Pour Leibniz, ce triangle est caractéristi-
que de la courbe. Les trois cotés infinité-
simaux du triangle NMR sont parfaite-
ment déterminés par la similitude avec le
triangle TNQ formé par la sous-tangente
TQ, I'ordonnée QN et la longueur du seg-
ment TN de la tangente. Le rapport de
deux infiniments petits a toujours une
valeur finie, soit le rapport de deux seg-
ments finis, soit :
dy NQ 'y
dx T t
ou test la longueur de la sous-tangente
que Fermat et Barrow avaient déja utili-
sée dans leur démarche pour trouver la
tangente.
Leibniz a fait paraitre 26 articles dans les
Acta Eruditorum. Le troisieme est paru
en octobre 1684 et est intitulé Nova
methodus pro maximis et minimis, item-
que tangentibus, quae nec irrationales
quantitates moratur (Une nouvelle mé-
thode pour les maxima et les minima,
aussi bien pour les tangentes, laquelle
peut étre aussi appliquée aux quantités
fractionnaires et irrationnelles). Dans cet
article, il introduit les notations dx et dy
et définit :
dy_y
dx t

Il présente également les régles généra-
les pour la différentiation et il note :

dlu+ v) = du+ dv

d(uv) = udv + vdu
d[u)_ vdu —udv

v V2

et: dx" = nx"1,

Ce que nous notons respectivement :
d du dv
—U+v)=—+—
dx dx dx
d du dv
—(uv)=v—+u—
dx ax ax

du 3 dv

i(z): "ok
dx \v v?
d n n—1

t: —(X )= nx- .

¢ dx

Leibniz, le calcul infinitésimal | André Ross

Le cinquieme article, publié en juin 1686,
est intitulé De geometria recondita et
analysi indivisibilium atque infinitorum
(Sur la géométrie profonde et I'analy-
se des indivisibles et infinis). Cet article
porte sur le probléeme inverse des tan-
gentes.

Pour décrire la somme des ordonnées, il
utilise d'abord la notation du calcul des
indivisibles de Cavalieri : omn / (abrévia-
tion de omnia / qui signifie toutes les li-
gnes /). Il remplace rapidement cette no-
tation par le S allongé, premiere lettre du

mot latin Summa et écrit | y pour dési-
gner la somme de toutes les ordonnées.
En utilisant cette notation, il écrit sym-
boliguement de nombreuses propriétés
connues sur la quadrature des courbes.
Dans les articles suivants, Leibniz traite a
I'aide de son calcul divers problemes is-
sus de la physique. Le titre francais du
sixieme article est : Sur les courbes op-
tiques et autres sujets. Leibniz traite en-
suite de la Courbe isochrone, (VII) c'est-
a-dire la cycloide, de la chainette (X et XI).
L'article XII est consacré a la construc-
tion d'une courbe tangente a une infinité
de courbes ordonnées et concourantes. ||
livre les fruits de son travail sur les caus-
tiques.

Le développement du calcul différentiel
et intégral a changé la nature des ma-
thématiques. Avant cette découverte,
les mathématiques traitaient des nom-
bres et des formes géomeétriques. Avec la
découverte du calcul différentiel et in-
tégral, le mouvement et le changement
sont devenus des objets d'¢tude beau-
coup plus simples. Les mathématiciens
ont développé un langage pour décrire,
analyser et comprendre les variations.
Ce langage a permis la description et la
compreéhension de nombreux phénome-
nes physiques (optique, courant élec-
trique, transmission de la chaleur, etc.).
La description et la compréhension des
phénomenes ont permis les deévelop-
pements technologiques exploitant ces
phénomenes.

Leibniz parlait de calculus sum-
matorius (calcul  sommatoire)
alors que Johann Bernoulli préfé-
rait calculus integralis

Courbe isochrone
0, ~
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Une courbe isochrone de Leib-
niz est une courbe telle que si une
particule descend par gravité le
long d'elle, la composante verti-
cale de la vitesse est constante, le
champ gravitationnel étant sup-
posé uniforme.

La chainette

La chainette est une courbe pla-
ne transcendante, qui correspond
ala forme que prend un cable (ou
une chaine) lorsqu'il est suspendu
par ses extrémités et est soumis a
une force gravitationnelle unifor-
me (son propre poids).

La réflexion des rayons lumineux
paralléles sur une surface cylin-
drique définit une courbe par ses
tangentes qui sont des droites or-
données et concourantes.

Voir : Mathématiques de la tasse
de thé, Accromath, été-printemps
2011.
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