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L’illustration ci-contre représente les 
premières lignes du triangle harmonique 
de Leibniz. Ce triangle se prolonge à l’in-

fini et possède diverses propriétés. 
On remarque facilement la symé-

trie du triangle, sur une ligne don-
née, les mêmes valeurs apparais-

sent dans le même ordre à par-
tir de la gauche et à partir de 

la droite.

Les nombres sur la ligne extérieure sont 
les termes de la suite harmonique. De 
plus, chaque nombre du triangle est la 

différence des deux nombres à sa gau-
che, l’un sur la ligne au-dessus de lui 

et l’autre sur la même ligne que lui.
 

Ces deux propriétés permettent 
de construire tout le triangle 

par récurrence en partant de 
la ligne extérieure formée 

des termes de la suite har-
monique. 

Leibniz remarque de plus que la différen-
ce entre deux nombres d’une même dia-
gonale, par exemple ceux dans un cercle  
tramé, est égale à la somme des termes 
sur la portion de la diagonale adjacente 
débutant sous la ligne du premier terme 
et se terminant sur la même ligne que le 
second terme de la différence. La figure 
suivante illustre cette observation.

Le 27 décembre 1694, Leibniz écrit au marquis de l’Hospital « j’avais 
pris plaisir de chercher les sommes des séries des nombres, et je m’étais 
servi pour cela des différences sur un théorème assez connu, qu’une 
série décroissant à l’infini, son premier terme est égal à la somme de 
toutes ses différences. Cela m’avait donné ce que j’appelais le triangle 
harmonique, opposé au triangle arithmétique de M. Pascal. »

Leibniz
Le triangle harmonique
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On peut plus facilement visualiser cette 
propriété en disposant le triangle de telle 
sorte que les termes de la suite harmo-
nique soient sur une ligne plutôt que sur 
une diagonale, on obtient :

Ill
us

tr
at

io
n 

: N
o

ém
ie

 R
o

ss
 



Leibniz, le triangle harmonique  | André Ross 

© 2019, Prodafor Inc

Les termes d’une ligne sont les différen-
ces des termes de la ligne précédente. La 
différence de deux termes d’une même 
ligne est égale à la somme des termes 
compris entre ceux-ci sur la ligne sui-
vante.
Le triangle harmonique se prolonge à 
l’infini et les termes sur chaque ligne 
tendent vers 0. Chacun des termes est la 
somme infinie des termes de la ligne au-
dessous de celui-ci.

Série harmonique
La série harmonique

1
1

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

...+ + + + + +

est une série divergente. On en doit la démonstration à Nicole Oresme (1323-1382) qui a eu l’idée de regrouper 
les termes de telle sorte que chaque parenthèse soit supérieure à 1/2. 
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Par conséquent, la série diverge. On peut rendre une somme partielle aussi grande que l’on voudra en augmen-
tant le nombre de parenthèses. Cependant pour ajouter à peu près 1/2, il faut doubler le nombre de termes dans 
la parenthèse.  Ainsi, pour obtenir une somme partielle supérieure à 10, il faut au moins 20 parenthèses. La troi-
sième comporte deux termes, la quatrième quatre termes et la vingtième en comporte 218. Le nombre de termes 
à partir du deuxième est une progression géométrique de raison 2 dont le premier terme est 1/2. Le nombre de 
termes est donc supérieure à 2 millions.
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Dans le triangle ci-dessus à droite, on a, 
par exemple :
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Le triangle harmonique a joué un rôle 
important dans le développement du 
calcul différentiel et intégral par Lei-
bniz.  

Relation avec 
le triangle de Pascal

Chaque terme du trian-
gle harmonique est égal à 
la fraction initiale à gauche, 
divisé par le coefficient du 
triangle de Pascal occupant 
la même position.


