La somme d'un nombre infini de fonctions continues donne-t-elle toujours une

fonction continue? En fait, on peut obtenir des fonctions continues et dérivables

partout, d'autres ayant des discontinuités en quantité dénombrable donc dérivables
persque partout, mais on peut également définir des fonctions continues partout

et nulle part dérivables.

Sommes {nfinfes de fonctfons

En additionnant un nombre fini de fonc-
tions continues sur R, on obtient une Somme de sinusoides
fonction continue. C'est le cas dans I'il- flx) = sin x

lustration a droite ou on additionne trois /\ V\
sinusoides. Dans cet exemple, la fonc-
tion u(x) est \A \/ \/
: sin2x  sin3x
Us(x)=sinx— + -sm 2x
’ 5
Son graphique est périodique et la pé- | ¢
riode de la somme est 2w, soit la plus .
h(x) = SIin3x

grande des périodes des fonctions addi- 3

La question qui se pose est : u(x), somme des trois fonctions
La somme d'une infinité de fonctions si-
nusoidales est-elle une fonction conti- /\ /\
nue ?
M Cauchy Cauchy était convaincu qu'une som- t
me infinie de fonctions continues devait

étre continue. Cela semble étre le cas, si
on effectue la somme des cing premiers
termes

Contre-exemple d’Abel
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ou des vingt premiers termes, par exem- 157
ple. . /
20 k-1 -5 10
Uzo(X):z[ ) sinkx L,/ L,/ L,/ L/

“ K X 15
1,51
INH Apel Cependant, le mathématicien Niels Hen- / / / /
rik Abel (1802-1829) a montré que la , , ,
somme infinie donne une fonction ayant / g / 10/
Prodafor Inc des discontinuités en quantité dénom- _1,5.

brable.
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Fonction en dents de scie
Définissons la fonction

DS,(x) = dlx)

ou d(x) est la fonction décrivant la dis-
tance de x a I'entier le plus proche. Soit :

X six e [0;1/2]
1-x sixe [12;1]

Le graphique de la fonc-
tion est un segment de
droite de pente 1 dans
I'intervalle [0; 1/2[ et un
0 7~ segment de droite de
pente -1 dans linter-
valle [1/2; 1]. A x = 1/2, la fonction est
continue mais non dérivable.

Le graphique de la fonction définie par

1420 DS (x) = d(ix)

0 1

est un segment de droite de pente 1
dans l'intervalle [0; 1/4[, un segment
de droite de pente -1 dans l'intervalle
[1/4; 1/2[, un segment de droite de pen-
te 1 dans l'intervalle ]1/2; 3/4[ et un seg-
ment de droite de pente -1 dans l'in-
tervalle [3/4: 1]. A x = 1/4, x = 1/2 et
x = 3/4, la fonction est continue mais
non dérivable.

Le graphique de la fonction définie par

DS,
B~~~ s, (x)= 92%)

0 [ 22

a un comportement analogue, de méme
que la fonction définie par

DS,
1/2klfQQQQ . o O
0
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d(2¢x)

Fonction Blanc-Manger

On peut définir une suite de fonctions
en effectuant les sommes partielles des
fonctions en dents de scie.

La premiére fonction de cette suite est
B, = DS,

DS, IB/\
0 1 0 1
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Le deuxieme terme est la yne
somme des deux premieres ’
fonctions en dents de scie,

soit la fonction 0
B, = DS, + DS,. l

Le troisieme terme est la
somme des trois premieres {ps
fonctions en dents de scie,
soit la fonction

B,=DS,+DS,+DS, ° 4

On poursuit ainsi en définis- 0

+
sant les fonctions qui sont DS,
les sommes partielles de la
suite des fonction DS,, soit g
n
B,(x)=D.DS,. DS,
k=0
La suite des sommes partiel- 0 I
les converge vers une fonc- |05,
tion définie par
0 +
°° DS
B(x)= DS, . 3
k=0 0 n
: . {Ds,
La fonction B est la limite
des B_ lorsque n tend & I'in- © +

fini. On l'appelle fonction
Blanc-manger (pour sa ressemblance
avec le dessert).

Elle est continue partout sur l'interval-
le [0; 1], mais elle comporte une infinité
de sommets et n'est dérivable en aucun
point.

Cette fonction a été étudiée par le ma-
thématicien japonais Teiji Takagi (1875 -
1960) et par le mathématicien néerlan-
dais Bartel Leendert van der Waerden
(1903-1996).

Cauchy avait donc tort, la somme d'une
infinit¢ de fonctions continues n'est
pas nécessairement continue, elle peut
méme étre nulle part dérivable.
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