Transformations dans I’espace

Transformations de I'’espace

Tout comme dans le plan, on utilise les coordonnées homogénes pour
représenter une translation. Pour assurer la compatibilité de la multipli-
cation des matrices, on ajoute une ligne et une colonne avec un 1 sur la
diagonale et des zéros hors diagonale pour les matrices des homothéties,
des étirements, des rotations et des symétries.

—EXEvPLENKEN
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Soit % =(2;-1;3), V =(1; 4; 2) et w=(=2; 1; 2), trois vecteurs de R3.

a) Donner la description vectorielle et la description paramétrique du
parallélépipéde construit sur 4, V et W,

b) Soit # =(0;2; 5), un vecteur de R3. Donner la description vectorielle
et la description paramétrique du translaté du parallélépipéde par le
vecteur 7.

W Solution

a) Les points du parallélépipéde sont décrits vectoriellement par :
Z=aqu +bvV tcw,ou0<a<1,0<bhb<let0<c<1
En coordonnées cartésiennes, cela donne ’équation vectorielle :
0y 2) = a2 =15 3) + b(1; 4, 2) + ¢(=2; 1; 2)
ou0<a<1,0<b<let0<c<1
La description paramétrique des points du parallélépipede est :

x=2a+b-2c
y=—a+4b+c ;ou0<a<l,0<b<let0<c<L
z=3a+2b+2c¢

b) Les points du parallélépipede translaté sont décrits vectoriellement
par :

Z=F tau +bvtcw,ou0<a<1,0<bhb<let0<c<1
En coordonnées cartésiennes, cela donne I’¢équation vectorielle :
05,2 =(0;2;5) + a2 -1;3) + b(1; 4 2) + c(-2; 1; 2)
ou0<a<1,0<b<let0<c<l1
La description paramétrique des points du translaté est :
x=2a+b-2c
y=2—a+4b+tc ,ou0<a<l,0<b<let0<c<l

z=54+3a+2b+2c

Pour décrire cette transformation par une matrice, il faut avoir recours
aux coordonnées homogenes. La matrice s’¢crit alors :

SOO —
SO —=O
S = OO
—_ O
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Le calcul de 'image du parallélépipede se fait alors de la fagon suivante :

1 000 2a+b-c 2a+b-c

0 1 0 2 —a+4b+c |_| —a+4b+c+2
00 1 5 3a+2b+2c 3a+2b+2c+5
0 0 0 1 1 1

Dans R3, 1a matrice de translation par un vecteur i = (a; b; c) est:

La matrice de la translation inverse est:

1 0 0 —a
010 -b
0 0 1 —c
0 00O 1

Matrices en coordonnées homogénes

Pour assurer la compatibilité des matrices pour la multiplication, soit la
composition des transformations, on écrit toutes les matrices des transfor-
mations sous le format des coordonnées homogenes.

Homothétie

En coordonnées homogenes de R3, la matrice d’une homothétie de rap-
port k et celle de la transformation inverse sont respectivement:

k0 0 0 Yk 0 0 0
0 k 00 || O /& 00
0 0 kK O 0 0 1k 0

Rotation

Dans R3, on peut effectuer une rotation selon I'un ou Iautre des trois axes.
Si on effectue une rotation d’un angle 6 autour de I’axe des x, le vecteur
(1; 0; 0) est sa propre image. Le vecteur (0; 1; 0) devient (0; cos 0; sin0) et
le vecteur (0; 0; 1) devient (0; —sin 6; cos 0).

La matrice de rotation d’un angle 6 autour de I’axe des x est:

1 0 0 0
R = 0 cosO —-sin® O

.0 0 sin® cos® O
0 0 0 1

La matrice de la transformation inverse est simple a déterminer, il suffit
de substituer —0 a O puisque 'inverse est une rotation d’angle —6.

Le sens de rotation d’un point autour d’un axe est anti-horaire lorsqu’on
regarde vers l’origine avec cet axe pointant vers notre ceil. On peut écrire
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Rotation autour de I’axe des x

Z

00/%9/ .
A0 :}sme

Z
(05 0; 1)
01,00

/‘ y .Q%A/'/‘ cos® VY
(1;0; 0) AU2(150;0)

X

X
7(1; 0; 0) = (1; 0; 0)
7(0; 1; 0) = (0; cosB; sinB)
7(0; 0; 1) = (0; —sin®; cosO)
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la matrice d’une rotation d’un angle o autour d’une droite passant par
l'origine comme un produit de matrices de rotations autour des axes de
coordonnées.

La premicre figure ci-contre illustre I’effet sur la base formée des vecteurs
orthonormés i = (1; 0; 0), ] =(0; 1; 0) et k= (0; 0; 1) d’'une rotation d’'un
angle 0 autour de ’axe des y. La matrice de rotation est:

cosO O sin® O
R |l o 1 0 o
.0 —sin® 0 cos® 0
0 0 0 1

La seconde figure ci-contre illustre I’effet sur la base orthonormée d’une
rotation d’un angle 6 autour de ’axe des z. La matrice de rotation est:

cos® —sin® 0 O

R —| sin® cos® 0 0
2,0 0 0 1 0
0 0 0 1

—EXEvPLEMFIR

Rotation autour de I’axe des y

& Q “
(0; 0; 1)\ VV I

©: ;00 0. 1:0)
(1; 0; 0) y };Sine y
e/
X X Ptosd

1(1; 0; 0) = (cosB; 0; —sinO)

7(0; 1, 0) = (0; 1, 0)

7(0; 0; 1) = (sinB; 0; cosO)
Rotation autour de I'axe des z

z zZ.®
(0;0; 1) 0,0, & &
Iy
(0; 1, 0) o ¢
i ycos@ 0 Y
(1; 0; 0)
X X sin@

7(1; 0; 0) = (cosH; sinb; 0)
7(0; 1; 0) = (—sinB; cos6; 0)
7(0; 0; 1) = (0; 05 1)

On applique une rotation de 75° autour de I’axe des y.
a) Calculer I'image P' du point P(-3; 4; 2).
b) On applique ensuite une translation selon le vecteur (2; 1; 3). Calculer
I'image de P apres cette seconde transformation.
¢) Déterminer la matrice de la composition des transformations.
B Solution

a) La matrice de rotation en coordonnées homogenes est:

cos75° 0 sin75° O 0,259 0 0,966 O

R = 0 1 0 o0 O 1 0 0
»757 1 —sin75° 0 cos75° 0 -0,966 0 0,259 0
0 0o 0 1 0o 0 0 1

On calcule I'image du vecteur position du point P(3; 2; 4) par la
multiplication matricielle.

0,259 0 0,966 0 | —3 1,155
0 1 0 0 4 |_ 4
-0,966 0 0,259 0 2 3,415
0 0 O 1 1 1

L’image du point P(3; 2; 4) par la transformation est le point P' de
coordonnées (1,155; 4; 3,415).
b) La matrice de la translation est:

1 0 0 2
01 01
001 3
0 0 01

En effectuant le produit matriciel, on obtient:

Modéles mathématiques, techniques de I'informatique

Infographiel6

© Prodafor, 2018



Transformations dans I’espace

1 0 0 2 1,155 3,155
01 0 1 4 _ 5
0 01 3 3,415 6,415
0 0 0 1 1 1

La translation de vecteur (2; 1; 3) donne:
P" (6,641; 3; 1,138).
¢) La matrice de la composition des transformations est le produit

1002 0,259 0 0,966 0 0,259 0 0,966 2
0101 0 1 0 0 |_ 0o 1 0 1
0013 —0,966 0 0,259 0 —-0,966 0 0,259 3
0001 0 0 0 1 0 0 0 1

Symeétrie par rapport aux plans

Pour effectuer une symétrie par rapport a un des plans du systéme d’axes, . Infographiel7
il suffit de changer le signe de la composante hors de ce plan comme
I'illustrent les figures suivantes.

Symétrie par rapport au plan xy

Z Z
(0;0; 1)
10 0 O
(0; 1; 0) (0 1; 0) g =|0 1 00
0 ! (1;0; 0% 00 0 1
% % ¥(0; 0; 1)

Symeétrie par rapport au plan xz

< Z
(0; 0; 1) 0;0; 1)
M 1 0 0O
0,1;0) (0; ~1;0) g =|0-100
e y y = 0 0 1 0
(150, 0) (1,050 0 0 0 1
X X
Symétrie par rapport au plan yz
Z Z
(0,05 1) (0;0; 1) N
500 1000
# o s =| 0 100
.0 (0; 1 0) 0;1;0 s 0O 010
(1,0M y/|( )Y 0 0 0 1
X X

Les symétries par rapport a un plan passant par l’origine peuvent s’expri-
mer comme composition d’une symétrie par rapport a un plan du systéme
d’axes et de rotations autour des axes de coordonnées.

En utilisant les coordonnées homogenes, les rotations peuvent étre com-
posées avec des translations pour décrire le déplacement d’un robot ou
celle d’une caméra, méme virtuelle.
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Exercices b) Déterminer I’image par cette translation du paral-
1¢lépipede rectangle construit sur les vecteurs

1. On applique une rotation de 30° autour de 1’axe (4;0; 0), (0; 25 0) et (0; 05 1).
des x. c¢) On effectue ensuite une symétrie par rapport au
a) Calculer I'image P' du point P(2; 4; 5). plan xy, déterminer I’image par cette transfor-

mation du parallépipede obtenu en b).
d) Déterminer la matrice de la composition de ces
transformations.

b) On applique ensuite une translation selon le
vecteur (3; —2; 1). Calculer I’'image de P' apres
cette seconde transformation.

c¢) Déterminer la matrice de la composition des
transformations.

d) Déterminer la matrice de la composition des
transformations si la translation est effectuée
avant la rotation. Calculer I’image du point
P(2; 4; 5) par cette transformation composée.

4. Déterminer la matrice de la transformation de
I’espace pour chacune des symétries indiquées.

a) La symétrie par rapport a I’axe des x.

2. On applique une symétrie par rapport au plan xy.

a) Ecrire la matrice de cette transformation et cal-
culer le symétrique du point P(2; 4; 3) a I’aide
de cette matrice.

b) La symétrie est suivie d’une compression de
facteur 1/2 dans la direction du vecteur (0; 1;0).
Déterminer la matrice représentant la composi-
tion de ces transformations et utiliser celle-ci
pour calculer I’image du point P(2; 4; 3).

3. Par une translation, I’image du point P(4; —-2; 3)
est P'(2; 3; 5).

|

ES
1

s
I

a) Déterminer la matrice de cette translation.
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5. La figure suivante illustre la symétrie par rapport

au plan y = x.

a) Déterminer la matrice associée a cette transfor-
mation.

b) Déterminer 1’image par la transformation du
point (4; —-2; 3).

c) Déterminer 1’image par la transformation
du parallélépipéde construit sur les vecteurs
(4;-3;2), (2, -2;3) et (1; 4; 1).

d) La symétrie est suivie d’une rotation de 90°
selon I’axe des y, puis d’une translation selon
le vecteur i = (3;—5; 4). Déterminer la matrice
de la composition des transformations.

.Soit 4 =(2;0;4), v =(1;4; 0) et w=(-2;3;2),
trois vecteurs de R>.

X

a) Donner la description vectorielle et la description
paramétrique de la pyramide a base triangulaire,
ou tétraédre, sur #, vV et w.

b) Ecrire la matrice dont I’effet est une réflexion par
rapport a I’axe xz accompagnée d’un étirement
de facteur 2 suivant 1’axe des y.

c) Calculer I’'image des vecteurs i, V et w par

cette transformation.
d) Donner la description paramétrique du tétracdre

sur les images des vecteurs #, V et W par la
transformation.
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e) Vérifier que I’on obtient cette description para-
métrique en multipliant la description paramé-
trique du tétraédre initial par la matrice de la
transformation.

f) Ecrire la matrice dont I’effet est une rotation de
90° autour de 1’axe des x. Calculer I’image du
tétracdre initial par cette rotation.

g) Ecrire la matrice dont I’effet est une translation
selon le vecteur (—3; 4; 5). Calculer I’image du
tétracdre initial par rapport a cette translation.

7. Donner la matrice de la transformation demandée

en coordonnées homogenes.

a) Translation 7 selon le vecteur (4; 5; 3).

b) Rotaion R de 30° autour de I’axe des x.

c) ToR.

d)RoT

e) Calculer I’image du vecteur (3; 4; 2) par la
transformation 7o R.

f) Calculer I’image du vecteur (3; 4; 2) par la
transformation Ro 7.

Réponses

1. a) P'(2;0964; 6,330)
b) P"(5; -1,036; 7,330)

10 0 3
ol 0 086 -05 -2
0 0,5 0,866 1
L0 0 0 1
10 0 3
4| 0 0866 05 —2,232
0 0,5 0,866 —0,134
L0 0 0 1
(5; -1 .268: 6,196)
10 0 0
01 0 0
00 0 1
! ? 0 0
0 12 0 0 o
Do 0 o o |[@ZD
L0 0 0 1
10 0 2
010 5
10 01 2
L0 0 0 1
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x=4a-2
b) ¢ y=-2b+5 ,oua, betcel0;l].
z=c+2
x=4a-2
¢) § y=-2b+5 ,0ua, betcel0;1].
z=—c—2
10 0 -2 ]
ol 01 0 5
00 -1 =2
o0 0 1 |
1 0 0 0| "1 0 0 0
4,20 0 -1 0 0 ¢) 0 -1 00
0 0 -1 0 0O 0 1 0
L0 0 0 1 ] L 0 0 0 1
10 0 0| 1 0 0 0
bl 0 1 00 ol 0 -1 00
) 0 0 -1 0 ) 0O 0 -10
00 0 1| L0 0 0 1
0100
5.4 1 000
0010
00 0 1
b) (-2:4;3)
x=-3a-2b-4c
9) y=4a+2b+c ,oua, betcel0;]]
z=2a+3b+c
0 0 1 3
1 0 0 -5
d) 0 -1 0 4
0 0 0 1

6. a) La description vectorielle est :
(x;y;2)=r2;0;4) + s(1;4;0) + 1(-2; 3; 2),
ou0=<r=<1,0=<ss=<1,0=st<letr+s+r=<1.
La description paramétrique est :

x=2r+s-2t

y=4s+3t ,

z=4r+2t
oul0=<r=<1,0<s=<1,0<t=<letr+s+tr=<1.

1 0 0O

[\S]

b 0
) 0
0

O = O
—_ o O

0
0
c) (2;0;4),(1; -8;0) et (-2; -6; 2)
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x=2r+s-2t
dy y y=-8s—6t ,
z=4r+2t
oul0=<r=<1,0=ss=<1,0=<tr=<letr+s+t=<l.
x=2r+s-2t
e { y=—8s—6r
z=4r+2t
oul0=<r=<1,0<s<1,0<t=<letr+s+t=<1.
1 0 0 O
0 0 -1

B 0
0

0
0
1

[N
O -

y=—4r-2t ,
z=4s+ 3t
oul0=<r=<1,0=<s<1,0<t=<letr+s+tr=<1.

{ x=2r+s—-2t

W

)

SOoOOoO—
SO~ O
S — OO

4
5
1

y=4s+3t+4 ,
z=4r+2t+5

oul0<r=<1,0<s=<1,0<t<letr+s+t=<1.

{ x=2r+s-2t-3

SOO —
SO = O
S = OO
—_ W W

by| 1 O 0 0
0 0,866 —0,5 0
0 05 0866 0
L0 O 0 1

91 0o o 4
0 0.866 —0.5 5
o 0 0 3
0 0 o0 1

d -
1 0 0 4

0 0,866 0 2,83
0 05 0 5098
L0 0 0 1

e) (7; 7464, 3)
f) (7; 6,294; 7.9098)
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