FONCTIONS

EXPONENTIELLES
et LOGARITHMES

Appliquer les fonctions exponentiel-
les et les logarithmes.

Les composantes particuliéres de I’élément
de compétence visées par le présent
chapitre sont:

e |'utilisation du vocabulaire et de la notation des fonc-
tions dans la description de divers phénomenes.

l'utilisation d’une fonction exponentielle pour construi-
re un modeéle d’'un phénomene a l'aide de sa descrip-
tion verbale ou d’un critére algébrique.

l'utilisation d’'une fonction logarithmique pour construi-
re un modele d’'un phénomene.

I'utilisation des logarithmes pour résoudre des équa-
tions exponentielles et d’équations logarithmiques.

OBJECTIFS

6.1 Construire un modele exponentiel ou logarithmique a
partir de la description verbale d’un phénoméne.

5.2 Analyser un phénoméne dont le lien entre les variables
est exponentiel ou logarithmique.

5.3 Transformer une expression algébrique a I'aide des pro-
priétés des logarithmes.

5.4 Résoudre des équations exponentielles en ayant recours

aux propriétés des exposants et des logarithmes.

CHAPITRE

Modeélisation

exponentielle .......
Mise en situation
Caractéristiques
du modele exponentiel
Critere algébrique du modéle
Valeur initiale
calcul du taux

Exercices ............

Logarithmes..........
Equation exponentielle

Bases de calcul

Propriétés des logarithmes
Jogn Napier

Henry Briggs

Fonction logarithmique
Décibel

Leonhard Euler

Alexander Graham Bell

Exercices ............




Chapitre 6

XM Modélisation exponentielle

Le présent chapitre vise a mettre en évidence les caractéristiques qui per-
mettent de reconnaitre et de confirmer I'existence d’un lien exponentiel
entre les variables d’'un phénomeéne et de décrire algébriquement ce lien.

Mise en situation

On place un capital de 10 000 $ a un taux d’intérét de 6 % capitalisé
annuellement. On veut déterminer la valeur de ce placement a la fin de
chacune des trois années suivantes. Soit C(1), le capital accumulé en un an.
Ce capital est constitué du placement de 10 000 $ auquel s’ajoute 6 % de
cette somme :

C(1) =10000 + (6 % x 10 000) = 10 000 + (0,06 x 10 000)
=10 000 + 600 = 10 600 $.

A la fin de la deuxiéme année, le capital C(2) est constitué du capital de
10 600 $ accumulé a la fin de la premiére année, auquel s’ajoute 6 % de ce
montant :

C(2) =10 600 + (6 % x10 600) = 10 600 + (0,06 x 10 600)
=10 600 + 636 = 11 236 $.

A la fin de la troisiéme année, le capital C(3) est constitué du capital de
11 236 $ accumulé a la fin de la deuxiéme année auquel s’ajoute 6 % de ce
montant :

C@3) = 11236 + (6 % x 11 236) = 11 236 + (0,06 x 11 236)
= 11 236 + 674,16 = 11 910,16 $.

Pour généraliser ce résultat, on représente d’abord le capital initial par C,.
En ajoutant 6 % a ce capital, on obtient 1,06C,,. On constate que la valeur
du capital a la fin de chaque année subséquente s’obtient en multipliant par
1,06 la valeur en début d’année :

C(1) =1,06 C,

C(2) =106 CQ),

C(3) =1,06 C(2),

Cn+1) =106 Cn) =1 +0,06) C(n).
On peut décrire le capital a la fin de chaque année en fonction du capital
initial.
Le capital aprés un an est C() = C, (1,006);
le capital aprés deux ans est C(2) = C(1) (1,06) = C, (1,06)%;
le capital apres trois ans est C3)=C(2) (1,06) =C, (1,06)>.
En général,

Cn) = C,(1,06)" = C, (1 +0,06)".
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Dans le cas d’un capital initial de 10 000 $, le modele décrivant le capital
accumulé au bout de n années est

Cy(1,06)" 10 000(1,06)"
C, 10000,00$
126C, 12624778
1,59C, |15938,48$
12 201C, 20121,96$
16 | 2,54C, |25403,528
20 321C, 32071358
24 4,05C, |40489,35%

C(n) = 10 000 (1,06)".

© A~ O 3

Ce résultat est tres intéressant, car il permet de constater la structure sous-
jacente du phénomene, a savoir que la croissance du capital suit un modele
dont la variable indépendante est en exposant. Ce modgle sert a déterminer
la valeur du placement a n’importe quel moment. Ainsi, pour connaitre la
valeur du placement apres trois ans, on calcule C(3),en substituant 3 a n

dans le modéle :

C(n)
C(3) =10 000 (1,06)*> = 11 910,16 $. 24C,
Pour représenter graphiquement le modele, il n’est pas nécessaire de calcu- 53C, yd
ler les correspondances de facon trés précise. Il faut simplement respecter EZ C
la proportionnalité, de sorte qu’on peut exprimer les valeurs du capital. On ~‘§ cl
obtient ainsi le graphique donné ci-contre. o0
4 8 12 16 20 24 n

Nombre d’années

EXEMPLELEER

Les spécifications d’un appareil précisent que, si on coupe I'alimentation
du moteur, la roue d’inertie perd 15 % de sa vitesse a chaque minute. REMARQUE
a) Décrire la vitesse de la roue en fonction du nombre de minutes écou- 11 est plus facile de tracer graphique
Iées depuis l'arrét de I’alimentation. si on choisit valeurs numériques des
b) Représenter la fonction graphiquement. multiples de C, ou de V.
¢) Calculer la vitesse de la roue dix minutes apres I'arrét de 'alimentation
si la vitesse au moment de l'arrét est de 250 r/min.
B Solution
a) ldentification des variables (m{n) (tggs)/min)
Les variables sont le nombre n de minutes €coulées depuis la coupure 0 A
de I'alimentation et la vitesse V de la roue d’inertie. Pour faciliter la 2 0,737,
description du phénomene, représentons par V,, la vitesse de la roue 4 0,52V
au moment ou I'alimentation a été coupée et par V(n) la vitesse apres 6 03871
n minutes. 8 027)
Définition du lien entre les variables 10 0,201
La vitesse V(1), une minute apres l'arrét est 12 0,147,
V(1) =V, (0,85);
la vitesse V(2), deux minutes apres I'arrét est
| V@) = V(1) 085) =V, (0,85)% o v, o
la vitesse V(3), trois minutes apres larrét est S 087 1
V(3) = V(2) (0,85) = V,, (0.85)% Toer LN
En généralisant cette définition par récurrence, on obtient go’ 4V0 N
Vin) =V, (0,85)" = V,, (1 - 0,15)". .*Q:?O’ZVO .
b) Pour esquisser le graphique, on calcule quelques correspondances, >0 Bl
regroupées dans le tableau donné ci-contre. 2Tenfps eg miﬁu telso 121
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Utilisation du modéle
¢) Reformulation de la question
Quelle est I'image de n = 10 par la fonction ?
Calculs
V(10) = 250(0,85)!° = 49 r/min.
Rédaction de la réponse
La vitesse, dix minutes apres la coupure de l'alimentation, est de
49 r/min.

REMARQUE
a et b sont les paramétres de la fonc-
tion exponentielle.

)

T
b>1 %
Fonction croissante

S )

I
0<b<1 ~

Fonction décroissante

REMARQUE

Dans une fonction exponentielle dont
la variable est le temps ¢, le parame-
tre a est appelé valeur initiale de la
variable dépendante. C’est 'image

au temps ¢ = 0.

Dans un probléme écrit, un taux de
variation sans unité au numérateur
(par exemple, 15% par cm ou double
tous les jours) justifie un lien expo-
nentielle entre les variables.

Fonction exponentielle

Soit b, un nombre réel tel que b > 0 et b # 1. On appelle fonction
exponentielle toute fonction définie par une équation de la forme
y = ab® ou b est la base de la fonction exponentielle.

Une fonction exponentielle est donc une fonction dont la variable indépen-
dante est en exposant. Le domaine d’une fonction exponentielle est I’en-
semble des nombres réels et son codomaine est 'intervalle ]0; «[. Deux
fonctions exponentielles sont représentées ci-contre.

Une fonction exponentielle est toujours concave vers le haut. De plus,
elle est croissante lorsque sa base est plus grande que 1 (b > 1) et dé-
croissante lorsque sa base est plus petite que 1 (0 < b < 1). Dans la mo-
délisation de phénomeénes, on rencontre souvent des expressions défi-
nies a l'aide d’'une exponentielle, par exemple une fonction de la forme
f(x) = B — Ab*. 1l est alors utile de trouver 'asymptote horizontale de la
fonctions pour en esquisser le graphique. Il suffit de se rappeler que :

e h~*tend vers 0 lorsque x tend vers o,

* p*tend vers O lorsque x tend vers —.

Caractéristique du modéle exponentiel

Les modeles établis dans la mise en situation et dans I'exemple 6.1.1 sont
de la forme y = ab*. Dans la mise en situation, le capital croit de 6%
par année, la base de I'exponentielle est b =1+ r =1 + 0,06 = 1,06 et
a =10 0008, soit le capital initial. Dans I'exemple 6.1.1, la vitesse décroit
de 15% par minute. Dans ce cas, la base de la fonction exponentielle est
b=1-r=1-0,15=0,85 et la vitesse initiale est a = 250 r/min.

Les phénomenes étudiés sont caractérisés par le fait que la variation de la
variable dépendante peut s’exprimer en pourcentage (sans unité) de 'unité
de la variable indépendante. C’est ainsi que ’on reconnait une situation
descriptible par un modele exponentiel. Dans les applications, on désigne
de préférence les variables par des lettres évocatrices, comme i pour un
taux d’intérét et C pour un capital,
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PROCEDURE

Modélisation d’un phénomeéne de croissance ou de décroissance

1. Identifier la variable indépendante et la variable dépendante.

2. Identifier la valeur initiale et le taux de croissance ou de décrois-
sance.

3. Déterminer la base k du modeéle exponentiel; b = 1 + r ou
b=1—r, ourest le taux, selon le cas.

4. Etablir la relation entre les variables.

5. Utiliser le modele pour analyser le phénomene.

EXEMPLE (X))

Les riverains d’un lac ont ensemencé celui-ci avec 2 000 truites, mais
on observe un taux de mortalité de 1,8% par jour a cause de la pollution
causée par des installations septiques non conformes.

a) Construire un modele mathématique qui décrit le nombre de truites
n jours apres I'ensemencement.

b) Combien reste-t-il de truites 24 jours aprés 'ensemencement ?
c) Esquisser le graphique de la fonction du nombre de truites vivantes
sur une période de 72 jours.
M Solution jours

a) Identification des variables 12 0807

Les variables sont n, le nombre de jours écoulés depuis I'ensemen- 24 0265 VZ
cement et V, le nombre de truites vivantes.
Définition du lien entre les variables ig 8fé Zz
Le phénomene est caractérisé par une décroissance exprimée en 60 0347V,
pourcentage par unité de temps, soit 1,8% par jour. On décrit donc 72 0,27V,
le lien entre les variables par un modele de la forme

Vim) =V, 1 -n"
ou le nombre initial de truites est Vo= 2000 et r = 0,018. Ce modele
est

V(n)

V(n) = 2 000(1 — 0,018)" = 2 000 (0,982)"
ou n est le temps exprimé en jours.
Utilisation du modéle
b) Reformulation de la question
Quelle est I'image de n = 24 par la fonction V ?
Calculs

V(n)

vivantes
<

20,87,

ite

Tu
()
(@)
<

700

o
~
<

re de t
=
o
o
T

) 0 T~

>

V(24) = 2 000 (0,982)** = 1 293,319
Rédaction de la réponse
Apres 24 jours, il devrait y avoir environ 1 290 truites vivantes.

¢) On connait l'allure générale de la courbe mais, pour esquisser le
graphique, il faut calculer quelques correspondances. Les valeurs
obtenues et leur représentation sont donnée ci-contre.

12 24 36 48 60 72n
Nombre de jours

Nomb
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REMARQUE

Le critére algébrique est un moyen
rapide de vérifier I'existence de cer-
tains types de relations. Nous verrons
au chapitre 5 qu’il ne constitue cepen-
dant pas le meilleur moyen de définir
la relation.

Critére algébrique du modeéle

Les phénomenes étudiés nous permettent également de définir un critére
grace auquel, on peut confirmer l’existence d’un lien exponentiel a I’aide de
données expérimentales. Dans la mise en situation, la croissance de capital
a donné les relations suivantes

C(1) = 1,06 C(0),
C(2) = 1,06 C(1),
C(3) = 1,06 C(2),

Cn+ 1) =1,06 Cn).
Dans 'exemple la vitesse de la roue d’inertie, on a obtenu :
V(1) = 0,85 V(0),
V(2) = 0,85 V(1),
V(3) = 0,85 V(2),

Vin +1)=0,85 V(n).

Ainsi, on peut décrire la caractéristique des modeles exponentiels par I'ex-
pression

fx+ 1) =01 +r)fw.

Si r >0, le modele décrit un phénomeéne de croissance et, si r < 0, il décrit
un phénomeéne de décroissance. En général, lorsque le pas est p, la relation
est exponentielle si

Jx+p) =1 +nfx).

On peut reformuler cette condition sous une forme plus simple a utiliser en
divisant chaque membres de I’équation par f(x) et on obtient alors :

f(x+p)
fx)

CRITERE ALGEBRIQUE

Reconnaissance d’un lien exponentiel

=1+r.

Lexistence d’un lien exponentiel entre des données a pas constant est
confirmée si le rapport des images consécutives est constant :

fG+p) _p
J(x)

Ce critere permet de vérifier rapidement si des données a pas constant
peuvent étre décrites par un modele exponentiel. La marche a suivre est la
suivante.
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PROCEDURE

Description de données a pas constant par un modéle exponentiel

1. Identifier les variables du probléme et les représenter par des symbo-
les appropri€s, accompagnés des unités de mesure des variables.
2. Définir en compréhension la relation entre les variables en justifiant
le choix du modele.
2.1. S’assurer que les données sont a pas constant (c’est-a-dire
que les valeurs de la variable indépendante sont a intervalles

o REMARQUE
réguliers). Lorsqu’on utilise le critére algébrique,
X+ .- il faut bien remarquer qu’il faut faire
2.2. Calculer le rapport f&x+p) des valeurs consécutives de la dquer d )
X le rapport entre une image et I'image
variable dépendante et vérifier qu’il est relativement constant, précédente et non 'inverse.

ce qui confirme 1’existence d’un lien exponentiel.

2.3. Calculer la base b = 1 + r du modele en prenant la valeur
moyenne des rapports.

2.4. Ecrire le modéle sous la forme fix)=a (1 £r)*ouaest!’image
de O (ou la valeur initiale).

3. Utiliser le modele pour résoudre le probleme.

3.1. Reformuler la question (ou les questions) en utilisant les va-
riables du probléme.

3.2. Effectuer les calculs et les manipulations algébriques permet-
tant de répondre a la question.

3.3. Rédiger la réponse a la question posée.

EXEMPLELRIE)

On a soumis un matériau a des tests pour déterminer sa capacité d’ab-
sorption des rayons X. Pour ce faire, on a bombardé des plaques de
différentes épaisseurs avec un faisceau de rayons X dont 'intensité est
de 2,400 unités et on a mesuré 'intensité du faisceau de 'autre c6té des
plaques. Les mesures sont rassemblées dans le tableau donné ci-contre.

L'industrie qui produit les plaques utilisées indique que la précision des * | 19
P > -3 0 2,400
épaisseurs est de I'ordre de 1 X 10~ cm. 1| 1872
a) Construire un modele mathématique qui décrit le phénomene. . 2 1,460
b) A l'aide du modele, calculer I'intensité du faisceau qui traverse une }Q i 1,140
plaque de 2,6 cm du méme matériau. i 5 8232
B Solution — 6 0,540
a) Identification des variables o I 0422
xem 8 0,329

La variable indépendante du probléme est I’épaisseur x de la plaque
et la variable dépendante est Iintensité / du faisceau de rayons X
ayant traversé la plaque.
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Définition de la relation entre les variables
1(x) La représentation graphique des données est une courbe décroissante

e >4 et concave vers le haut. De plus, la correspondance est définie lorsque
Y 201N la variable indépendante est nulle et la valeur correspondante est non
516 \\ nulle. On peut donc poser I’hypothése d’un lien exponentiel entre les
212 \,\ variables.

208 h Puisque les valeurs de la variable indépendante sont a intervalles
é 0.4 ~ constants, on peut confirmer I'existence d’un lien exponentiel en cal-
a7 T culant le rapport des valeurs consécutives de la variable dépendante.

12,3 45 6 728 x Les résultats sont regroupés dans le tableau donné ci-contre.
Epaissseur (cm) .
On constate que les rapports sont relativement constants et que la

1Gc+ p) moyenne est 0,7801. En utilisant cette valeur comme base de ’expo-
x o x) 1) nentielle et la valeur initiale 2,400, on obtient le modéle
0 2400 - I(x) = 2,400 x(0,7801)".
1 1,872 10,7800 Utilisation du modeéle
g 141‘28 8;;32 b) Reformulation de la question
4 0888 07789 On doit déterminer I'image de 2,6 par le modele.
5 | 0,693 | 0,7804 Calculs
6 0540 0,7792 12,6) = 2,400 x0,7801%6 = 1,2583...
[ 0422 | 0,7815 Rédaction de la réponse
8 0329 0,7796 . . . s .
En tenant compte de la précision des données, on considére que I'in-
tensité du faisceau ayant traversé une plaque de 2,6 cm d’épaisseur
est de 1,258 unités.
Temps = Courant Mﬂn
1(s)  i(mA) Un condensateur est monté en série avec une résistance et une source de
0 5,00 tension de 100 V. Dés que I'on ferme le circuit, un appareil enregistre
! 3,03 automatiquement le courant dans le circuit a intervalles réguliers. Les
% %?g données ont été consignées. dans le tableau ci-contre.
4 0,68 a) Décrire algébriquement la correspondance entre les variables.
5 0,41 b) A l'aide du modéle, estimer le courant & 2.5 .
500 i(?) c) Combien de temps apres la fermeture du circuit le courant est-il de
é 400\ 2,5 mA?
§ 3,00 B Solution
52’00 N a) Dans cette situation, la variable indépendante est le temps t et la
1,00 " variable dépendante est le courant i. En représentant graphiquement
~— les données, on constate que le lien entre les variables est peut-étre
! Telznps %s) 405 1 un lien exponentiel.

Puisque les valeurs de la variable indépendante sont a intervalles
constants, on peut confirmer l'existence du lien exponentiel en cal-

Temps qoﬁt i(tl.(t)l) culant le rapport des valeurs consécutives de la variable dépendante.
t(OS) l g 00) - On obtient alors le second tableau ci-contre.
1 3:03 0,606 Si l'on accepte 0,606 comme base de I'exponentielle et, puisque la
2 1,84 0,607 valeur initiale est 5 mA, le modele est alors
3 1,12 | 0,609 oy t
4 0,68 | 0,607 i(f) = 5,00 x 0,606’ mA.
S 041 | 0,603
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b) Le courant a 2,5 s est
i(2,5) = 5,00 x 0,606>> = 1,43 mA
Le courant est donc de 1,43 mA, 2,5 s apres la fermeture du cir-
cuit.
¢) On cherche le temps ¢ pour lequel
i(?) = 5,00 x 0,606" = 2,5.
En divisant par 5 les deux membres de I'équation, on a
0,606 = 0,5.
Dans cette équation, l'inconnue est a I'exposant et il n'est pas possible
de trouver la valeur de ¢ par les méthodes de résolution habituelles.
Nous aurons a développer un nouvel outil, le logarithme. Ce sera
l'objet de la prochaine section.

REMARQUE

Lorsque le courant et la tension
varient en fonction du temps, il est
d'usage de les représenter par des let-
tres minuscules. Ainsi, i(f) représente
le courant en fonction du temps alors
que v(f) représente la tension en fonc-
tion du temps. La tension aux bornes
de composantes en série d'un méme
circuit n'est généralement pas la
méme et il faut indiquer, a l'aide d'un
indice, la composante considérée.
Ainsi, on notera v(7) la tension aux
bornes d'un condensateur et v,(?) la
tension aux bornes d'une résistance.

EXEMPLEREA

Une bobine est montée en série avec une résistance et une source de
tension de 10 V. Des que l'on ferme le circuit, un appareil enregistre
automatiquement la tension v, aux bornes de la bobine a intervalles
réguliers. Les données ont été consignées dans le tableau ci-contre.

a) Décrire algébriquement la correspondance entre les variables.
b) A Tl'aide du modele, estimer la tension a 10 secondes.

B Solution

a) Dans cette situation, la variable indépendante est le temps ¢ et la
variable dépendante est la tension v, , aux bornes de la bobine. On
représente graphiquement les données.
La représentation graphique permet de faire ’hypothése d’un lien
exponentiel entre les variables. Puisque les valeurs de la variable in-
dépendante sont a intervalles constants, on peut confirmer l'existence
d’un tel lien en calculant le rapport des valeurs consécutives de la
variable dépendante. On obtient alors le second tableau ci-contre.
Si on accepte 0,779 comme base de l'exponentielle et, puisque la
valeur initiale est 10,00 V, le modé¢le est alors

v, () = 10,00 x 0,779" V.
b) La tension aux bornes de la bobine a 10 s est
v,(10) = 10,00 x 0,779'° = 0,823 V

La tension aux bornes de la bobine, 10 secondes apres la fermeture
du circuit, est de 0,823 V.

Temps = Tension
1(s) v (V)
0 10,00
1 7,79
2 6,07
3 4,72
4 3,68
5 2,87
V(¢
gﬁl0,00 0
> \
s E 8,00 \\
55 6,00
52 400 .
E 2 2,00[ —
1 2 3 4 5 t
Temps (s)
Temps Tension v(t+1)
TORBRAN IR ()
0 10,00 -
1 7,79 0,779
2 6,07 0,779
3 4,72 0,778
4 3,68 0,780
5 2,87 0,780
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| Un peLH’histoirew

fois frotté, I'ambre jaune (élektron, en grec) avait la

particularité d’attirer des morceaux de tissus, des
brins de paille. Il savait aussi que dans les environs de
Magnésie, on trouvait une pierre qui avait la particularité
d’attirer les petits morceaux de fer (JNHThalés01). Les
tentatives d’explications scientifiques de ces phénomenes
débutent avec le De Magnete de William Gilbert (1544-1603).
En 1660, Otto von Guericke construit une machine pour
produire de I'électricité statique dont il fait la description
dans un ouvrage intitulé Experimenta Nova et édité en 1672

(INH Guericke).

Les scientifiqgues ont d’abord pensé que I’électricité était
un fluide et, dans cette optique, il était naturel de penser
que ce fluide pourrait étre recueiil dans une bouteille. C’est
ce que le savant hollandais Petrus van Musschenbroek a
tenté de faire en 1746. |l utilise une bouteille emplie d’eau,
enveloppée dans une feuille de métal et bouchée par un
bouchon de liege. Un fil de laiton traverse le bouchon et
a I'aide d’'une machine électrostatique, il « électrifie I'eau »
contenue dans la bouteille. Son collaborateur, considérant la
bouteille suffisamment chargée recoit une violente décharge
électrique lorsqu’il vient pour la prendre. Cette expérience
eut lieu a Leyde ou Musschenbroek enseigne la physique.
La « bouteille de Leyde » est en fait le premier condensateur
a étre fabriqué. Le terme « condensateur » fut introduit plus
tard par Alessandro Volta (1745-1827).

Thalés de Milet, (~624 a ~546) avait observé qu’une

On a compris depuis que
o la bouteille sert d’isolant
entre la feuille de métal et

Plaq\ueis leau. On définit maintenant
un condensateur comme un

Isolant assemblage formé de deux

plagues conductrices paralle-

Condensateur les séparées par un matériau

isolant. Ces plaques portent
le nom d'armatures.

Lorsqu’un condensateur est
monté en série avec une
résistance et que I'on ferme
I’interrupteur, il y aurait un
courant constant dans la
résistance R s’il n’y avait pas
d’isolant entre les plaques
métalliques. En fait, immédia-
tement apres la fermeture, il
y a un courant initial dans le
circuit dont la valeur est la méme que si la résistance était
reliée directement a la source de tension, soit E/R.

|+

A lintérieur du condensateur, se développe alors un
champ électrique. L'énergie est transportée de la source au
champ électrique a I'intérieur de I'isolant. Cette action se
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manifeste par I'apparition d’une charge g aux plaques du
condensateur et d’'une tension entre les plaques. Pendant
ce processus, le courant diminue jusqu’a devenir nul et la
tension aux bornes de la résistance diminue également.
Tout se passe comme si le condensateur se transformait
en source de tension.

Linvention de la pile électrique par Volta, en 1800, a per-
mis de réaliser plus facilement des expériences car elle
permettait la production d’électricité de fagon plus simple
qu’avec les machines électrostatiques.

Lors d’une de ses expériences tenue en 1819, le physicien
danois Christian Oersted (1777-1851) découvre, a l'aide
d’une boussole, qu'un courant circulant dans un fil génere
un champ magnétique autour du fil. Cette découverte fut
rapportée a Francois Arago (17786-1853) qui en rendit
compte a I'Académie des sciences en septembre 1820. Ce
compte rendu suscite l'intérét d'André-Marie Ampeére (1775-
1836) qui enroule un fil autour d’'un noyau et fait circuler
un courant dans le fil Il constate que I'enroulement qu'il
appelle spirale galvanique, se

comporte comme un aimant. L

Il a inventé I'électro-aimant. m
Lenroulement de fils autour

d’un noyau est appelé « bo- Bobine

bine ».

En 1831, Michael Faraday (1791-1867) met en évidence deux
faits troublants. En faisant passer un courant dans un circuit,
un autre courant de sens contraire apparait dans un circuit
proche du premier, mais indépendant de celui-ci. De plus,
en déplagant un aimant au voisinage d'un circuit fermé, un
courant apparait dans le circuit. Faraday découvre ainsi qu'il
existe une relation étroite entre le courant dans un circuit
et le champ magnétique produit

. S NN S
par ce courant. Lorsque le fil est q ]
enroulé sur lui-méme pour former 1 -
une bobine, le champ magnétique
est concentré dans un espace
restreint et son effet est beaucoup N

Galvanometre

plus important.

Dans une expériene, le physicien balte Heinrich Lenz
(1804-1865) relie une bobine a un galvanometre. Laiguille
de celui-ci dévie dans un sens ou dans l'autre selon qu'il
approche ou qu'il éloigne un aimant de la bobine. Lenz
énonce alors la loi suivante:

Quand le mouvement d'un aimant (ou le changement d'un
champ magnétique) induit un courant, ce courant s'oppose
toujours au mouvement de de I'aimant (ou du changement
du champ magnétique).

C’est gréce a cette interaction que 'ont produit mainenant
le courant alternatif.



X3] Exercices

1. Construire le modele exponentiel donnant la valeur
d’un capital de 7 500 $ placé a 6,5 % les intéréts
capitalisés annuellement.

a) Quelle est la valeur du capital apres 5 ans?

b) Esquisser le graphique du modele (0 < n < 10).

. On a mis au point un nouveau matériau pour 1’in-
sonorisation des murs dans les édifices. On peut
installer des panneaux de ce matériau avant la pose
du placoplatre ou souffler des granules dans les
murs d’édifices déja existants. Selon la publicité,
I’intensité des bruits est réduite de 40% pour chaque
centimetre d’épaisseur des panneaux et de 20 %
par centimetre si on emploie des granules.

a) Construire un modele mathématique décrivant
la relation entre I’intensité sonore d’un coté et
de I’autre d’un panneau.

b) Calculer la réduction de I’intensité des bruits
absorbée si le panneau a 3,5 cm d’épaisseur.
¢) On souffle des granules dans un mur dont les
montants sont des 2 sur 4, calculer I’absorption

ajoutée par cette opération.

. Une compagnie renouvelle sa machinerie au cofit

de 300 000 $. Ce type de machines se déprécie au

taux de 1,7 % par mois.

a) Trouver la régle de correspondance donnant la
valeur de la machinerie en fonction du temps.

b) Calculer la valeur de la machinerie apres deux
ans, trois ans, cinq ans apres 1’achat.

c) Représenter graphiquement le modele.

. Un sel radioactif se désintegre de telle sorte qu’a la
fin de chaque année il reste les 49/50 de la quantité
présente en début d’année.

a) Construire et représenter graphiquement le mo-
dele donnant la quantité restante de sel apres ¢
années si la quantité initiale est Q,,.

b) Sachant que la quantit¢ initiale est Q, = 100
unités, calculer la quantité restante apres cinq
ans, apres dix ans.

. Le radium A se désintégre a une vitesse telle qu’a
la fin de chaque minute il ne reste que les 8/10 de
la quantité initiale.

a) Etablir un modeéle décrivant la quantité de radium
en fonction du temps ¢, mesuré en minutes.
b) Esquisser le graphique de la fonction.

Fonctions exponentielles et logarithmes

6. Au cours d’une panne d’électricité | Dyrée = T

a la mi-janvier, vous avez not¢ (h) (°C)
la température a I’intérieur de la 1 19

maison a chaque heure a partir =~ 2 16
du début de la panne et vous avez 3 14
obtenu les valeurs du tableau donné 4 12
ci-contre. 2 1(9)

a) Sachant que la température
intérieure est normalement
maintenue a 22 °C, construire un modele ma-
thématique décrivant la correspondance entre
les variables en cause.

b) Représenter graphiquement la fonction.

¢) Quel est le pourcentage de perte par unité de la
variable indépendante?

d) Quelle devrait étre la température apres dix
heures de panne?

Temps @ Vitesse

. On mesure la vitesse de rotation = (min)  (t/min)

(v en t/min) d’une roue d’inertie 0.5 74
a différents moments, en minutes, 1,0 42
apres avoir coupé le courant. On 1,5 23
obtient les valeurs regroupées 2,0 13
dans le tableau donné ci-contre. = 5 5 7
a) De quel type est la correspon- =~ 30 4
dance entre les variables ?
b) Déterminer la régle de corres-
pondance entre les variables.

. Une compagnie veut fabriquer des

abat-jours dans un matériau qui

absorbe 15 % de la luminosité pour

chaque millimétre d’épaisseur.

a) Construire un modele mathéma-
tique qui décrit la relation entre ’intensité lumi-
neuse a I’extérieur de I’abat-jour et I’épaisseur
de celui-ci.

b) Calculer la capacité d’absorption d’un abat-jour
ayant une épaisseur de : 3 mm, 5 mm, 7 mm.

. La pression barométrique (p Altitude Pression
en kilopascals) dépend de —(Km) | (kP2
I’altitude (h en kilometres) 82 lgég
au—dessus. du_ niveau de la mer, 1:0 85:3 6
comme I'indiquent les données = 15 83,93
ci-contre. 2,0 78,82
a) Identifier le type de lien les gg Zgg%

Vaflablés. X 3:5 6 5:29
b) Déterminer la régle de cor- = 4 6132

respondance entre les varia-
bles.



10.

11.

12.

13.

14.
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Une automobile se déprécie a un taux de 15 % par

année.

a) Construire un modele mathématique décri-
vant la valeur de I’automobile en fonction du
temps 7.

b) Esquisser le graphique de la fonction.

¢) Sila valeur a neuf est de 10 000 $, combien vau-
dra I'auto 8 ans plus tard ? 10 ans plus tard ?

A quel taux faut-il placer un montant de 5000 $
pour accumuler un montant de 12 000 $ en 15 ans,
si les intéréts sont capitalisés annuellement ?

Les mesures données ci-contre ont = y
été prises durant une expérience

de laboratoire. On sait que le lien 0,0 3,0
entre les variables du phénomene est 20 7.5
exponentiel, mais on croit qu’il s’est 40 | 111
glissé une erreur dans les mesures. 60 | 193
Déterminer la valeur erronée et es- = 80 25.0
timer la valeur correcte. Construire 100 37.0
ensuite un modele mathématique 120 | 55,0

qui décrit le phénomene.

Une entreprise de construction achéte une rétroca-

veuse ayant deux ans d’usage au cotit de 140 000 $.

La dépréciation sur une telle machine est de 16 %

par année.

a) Construire un modele mathématique décrivant
la valeur de cet équipement depuis 1’achat.

b) Utiliser le modele pour calculer la valeur
de revente de la rétrocaveuse cinq ans apres
I’achat.

Vous avez obtenu les mesures don- [ . y
nées ci-contre durant une expérience
. 0,00 35,00
de laboratoire.
. 0,25 35,18
a) Vous supposez que le lien entre
. . 0,50 |35,34
les variables est exponentiel. Ap- 075 3553
pliquer le critére algébrique pour 1’00 3 5’70
vérifier votre 1hyl')otlrl)ese. Quelle 125 35588
est votre? coilc u31or\1i 150 36,05
b) Constmlre e modele exponen- 175 3623
tiel 2,00 36,40

¢) Selon les consignes de 1’activité
de laboratoire, vous devez utiliser
votre modele pour prévoir la valeur de y si la
variable indépendante est égale a 40. Effectuer
ce calcul.

15.

16.

d) Un de vos colleégues prétend que le modele n’est
pas exponentiel mais affine. Pour lui prouver
qu’il a tort, vous appliquez le criteére algébri-
que servant a confirmer I’existence d’un lien
affine aux données du tableau. Quelle est votre
conclusion ?

e) Ecrire le modele affine que vous suggére ce
nouveau tableau.

f) Construire un modele affine pour déterminer la
valeur correspondante de x = 40.

g) Dans le cas étudié, les deux modeles semblent
décrire correctement les données de 1’expérience,
mais les résultats obtenus par extrapolation
sont tres différents. Que devez-vous faire pour
vous assurer que le modele retenu permet les
meilleures prévisions possibles?

h) Peut-on toujours simplifier le travail en prenant
un modele affine au lieu d’un modele exponen-
tiel? Justifiez votre réponse.

Un condensateur est monté en Temps | Courant
série avec une résistance et une | ;(s) = j(mA)
source de tension de 100 V. Des 0 8.00
que l'on ferme le circuit, un| 5:36
appareil enregistre automatique- | - 3,59
ment le courant dans le circuit a | 3 2,41
intervalles réguliers. Les données | 4 1,62
ont été consignées dans le tableau S 1,08

ci-contre.
a) Décrire algébriquement la cor-
respondance entre les variables.
b) A l'aide du modéle, estimer le courant 4 2,5 s.

Une bobine est montée en série

. Temps Tension

avec une résistance et une source | ; g v, (V)
de tension de 10 V. Dés que 1'on

ferme le circuit, un appareil enre- 0 | 16,00
gistre automatiquement la tension ; 154718
v, aux bornes de la bobine a in- | 3 7:56
tervalles réguliers. Les données | 4 5,89
ont été€ consignées dans le tableau | 5 4,58

ci-contre.

a) Décrire algébriquement la cor-
respondance entre les variables.

b) A laide du modele, estimer la tension a 10
secondes.
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(M Logarithmes

Les logarithmes constituent un outil indispensable pour la résolution des
équations exponentielles, ou I'inconnue est en exposant. Dans la présente
section, nous abordons la notion de logarithme et nous I'appliquons a la
résolution d’équations exponentielles.

Equation exponentielle

Dans la mise en situation en début de chapitre, nous avons vu que si on
place un capital de 10 000 $ a un taux d’intérét de 6 %, les intéréts étant
capitalisés annuellement, le capital accumulé au cours des années peut
étre décrit par le modele exponentiel

C(n) = 10 000 (1,06)".

Si on désire savoir combien de temps on doit placer le capital pour doubler
sa valeur, on cherche n tel que

10 000 (1,06)" =20 000.
En divisant chaque membre de I’équation par 10 000, on obtient
(1,06)" = 2.

Une équation de cette forme est une équation exponentielle et, pour la
résoudre, il faut déterminer la valeur de I'exposant n. Les procédures de
résolution fondées sur les propriétés de 1’égalité et utilisées jusqu’a mainte-
nant ne sont d’aucune utilité. 11 faut élaborer un outil adapté a la résolution
de ce type d’équations, soit les logarithmes.

Equation exponentielle

Une équation exponentielle est une équation comportant une seule
inconnue qui se trouve en exposant. La forme la plus simple d’une telle
équation est la forme :

b* =N,

ou b >0 etb = 1. Dans cette équation, x est une inconnue, N et b sont
des nombres réels positifs et b est la base de ’exponentielle.

Pour résoudre une équation exponentielle de la forme b* = N, il faut déter-
miner a quel exposant on doit élever la base b pour obtenir le nombre N.
Ainsi, I’équation

2¥=32
est une équation exponentielle et, pour la résoudre on doit déterminer a
quel exposant il faut élever 2 pour obtenir 32. Dans ce cas, on peut expri-
mer le membre de droite de I'équation en base 2,

2x =95

REMARQUE

Le probléme consiste a déterminer

le temps nécessaire pour doubler le
capital. Sa valeur est indépendante du
capital initial : elle dépend seulement
du taux d’intérét.

Dans le cas de phénomenes descrip-
tibles par un modele exponentiel
croissant, le temps nécessaire pour
doubler une grandeur est une donnée
physique intéressante. Le temps de
dédoublement d’une population de
bactéries en est un exemple.

Dans le cas de phénomenes descrip-
tibles par un modele exponentiel
décroissant, le temps nécessaire pour
réduire de moiti€ la quantité initiale
est également une donnée physique
intéressante. Le cas de demi-réaction
d’une réaction chimique et la demi-
vie d’un élément radioactif en sont
des exemples.

Dans le cas d’une loterie dont le
retour au consommateur est de 89%
(une perte de 11% a chaque fois), on
peut également calculer le nombre de
fois qu’un consommateur doit jouer
pour dilapider la moitié de sa fortune.
Méme s’il lui arrive de gagner, ses
pertes seront a long terme supérieures
a ses gains.

REMARQUE

Pour résoudre une équation dont
I'inconnue est en exposant, il faut la
ramener sous sa forme la plus simple.
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REMARQUE

Le logarithme est un exposant. C’est
I'exposant qu’il faut donner a la base
b pour obtenir le nombre N. Cette
formulation est trés importante pour
la compréhension des logarithmes et
de leurs propriétés.

Les deux membres de 1’équation étant exprimés dans une méme base, les
exposants sont nécessairement égaux : on en conclut que x = 5.

La résolution d’'une équation exponentielle n’est pas toujours aussi simple.
Cependant, il faut toujours pouvoir exprimer un nombre donné dans une
base donnée, élevée a un exposant qui est un nombre réel. Cet exposant est
appelé logarithme.

Logarithme en base b d’un nombre N

Soit b et N, deux nombres réels positifs et b = 1. Il existe un et un seul
nombre réel n tel que b" = N. L'exposant n est appelé logarithme de
base b du nombre N, ce qui sécrit

n =log, N.

—EXEMPLECEER

Déterminer le logarithme de base 3 de 81.

u Solution

On cherche log,81, c’est-a-dire I'exposant auquel il faut €lever le nombre
3 pour obtenir 81. On doit donc résoudre I'’équation exponentielle

3* =8l
En exprimant 81 en base 3, on obtient
B = 34,
Ainsi x = 4 et le logarithme de base 3 de 81 est 4,
log,81 = 4.

Bases de calcul

Pour pouvoir effectuer des calculs logarithmiques, on doit connaitre les
logarithmes d’une base donnée. La calculatrice se révele alors un outil pré-
cieux. Méme si, théoriquement, tout nombre positif et différent de 1 peut
servir de base d’'un systéme de logarithmes, en pratique on utiliseseule-
ment deux bases pour effectuer des calculs logarithmiques : la base 10 et
la base e = 2,718 28... Les calculatrices scientifiques effectuent directement
les calculs dans ces bases. Pour simplifier I’écriture, on note log N le lo-
garithme en base 10 d’'un nombre N, et In N le logarithme en base e d’un
nombre N. Ainsi, log 3 désigne le logarithme de base 10 du nombre 3,
c’est-a-dire I'exposant auquel il faut élever 10 pour obtenir 3, et In 3 est le
logarithme de base e du nombre 3.

EXEMPLEKEE]
Exprimer le nombre 2,8 en base 10.
M Solution

Si on veut exprimer 2,8 en base 10, on doit détermine 'exposant auquel
il faut élever 10 pour obtenir 2,8. On cherche un nombre réel x tel que

10 =2.8.
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La définition de logarithme permet d’écrire cette équation sous forme
logarithmique. L'exposant a déterminer étant le logarithme en base 10
de 2,8, on cherche x tel que
x = log 2,8.
On résout cette €quation a 'aide d’une calculatrice
x =log 2,8 = 0,447 158...

On peut maintenant exprimer 2,8 en base 10

2,8 - 100,447158...'

EXEMPLE (KK)

Exprimer le nombre 7,3 en base e.

B Solution

Pour exprimer 7,3 en base e, on cherche 'exposant auquel il faut élever e
pour obtenir 7,3, c’est-a-dire la valeur de x pour laquelle e* = 7,3,
e* =73 x =1n 7,3 sous forme logarithmique de base e.

& x = 1,98787... Valeur obtenue en utilisant une calcula-
trice.

& el 98787 = 7.3 sous forme exponentielle de base e.

En exprimant 7,3 en base e, on obtient e!?8787-= 7,3,

—EXEMPLE K]

Soit N, un nombre réel tel que log, N = 3, calculer longz.

M Solution
Par hypothese, log,N = 3. On a
log,N=3&N = b? sous forme exponentielle
& N? = (b%)? en élevant chaque membre au carré.
& N> =0b°  par les régles d’utilisation des exposants.
<:>10ng2 = 6, sous forme logarithmique.
On obtient long2 =6.

Propriétés des logarithmes

On peut généraliser le résultat de I'exemple précédent de la fagon suivante.
Considérons un nombre N dont le logarithme en base b est n. On a alors :

log N=n< N=0b" On exprime 1’équation sous forme exponen-
tielle.
< NP = (b")? =b"P On élevant chaque membre a I'exposant p.
& NP = b On applique la commutativité de la multipli-
cation.
< log, N’ =pn,  On exprime I'équation sous forme logarith-
mique.
On obtient donc la propri€té suivante log, NV = p log, N, que nous considé-
rons comme un théoréme.
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THEOREME

Logarithme d’une expression algébrique affectée d’un exposant

Si N est un nombre réel (ou une expression algébrique) tel que
log,N = n, alors log,NP = pn, c’est-a-dire

log, NP =p log,N .

Lorsque I'inconnue d’une équation est en exposant, on obtient une seconde
équation en prenant le logarithme de chaque membres de I’équation initia-
le. Les propriétés des logarithmes et de ’égalité permettent de transformer
la nouvelle équation de maniére a isoler la variable.

—EXEMPLE YT

Résoudre 1'équation exponentielle
3* =24

u Solution

Pour résoudre ’équation, il faut choisir une base de calcul. En utilisant
la base 10, on a
3*=24 < log3*=log 24
< x log 3 = log 24 Puisque log, NV = p log, N.

B= S On divise chaque membre par log 3.
log3
- log24 N 1,380 2... ~2.892 7.
log3 0,477 1...

En généralisant la démarche de résolution employée dans le dernier exem-
ple, on démontre la propriété de changement de base afin de I'utiliser

REMARQUE directement dans nos calculs.

Dans I'exemple 4.3.5, on parvient au ) . )
méme résultat en utilisant 1a base e. Soit n tel que a” = N. Par définition du logarithme,
En effet, en prenant le logarithme de a'=N &n= logaN.

base e de chaque membre de I’équa-

. . . De plus,
tion exponentielle, on obtient

a"=N & log,a" =log,N On prend le logarithme en base b.

In 3* = 1n 24.
Donc In3=1n24. & nlog,a=log,N En vertu de la propriété log, N = p log,N.
En divisant chaque membre de la der- S p= log,N' On isole n dans I’équation.
niére équation par In 3, on obtient : log,a
L-n24 31780.._ 2.8927.. < log,N = Puisque n = log N.
In3  1,0986.. log,a

Cette généralisation démontre le théoréme suivant.
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THEOREME

Changement de base

Soit a et b, deux nombres réels positifs et différents de 1, et NV, un
nombre réel positif (ou une expression algébrique), alors

log N = log,N :
log,a

EXEMPLE[JX)

REMARQUE

Le changement de base permet
d’écrire I'expression logarithmique
dans I'une ou l'autre des bases usuel-
les lorsqu’on doit calculer la valeur de
la variable indépendante.

On place un montant de 5 000 $ a un taux d’intérét de 9 %, les intéréts
étant capitalisés annuellement. Déterminer le temps requis pour doubler

B capital.
Solution

Le modele est C(rn) =5 000 (1,09)". Le temps nécessaire pour doubler
le capital est le temps n pour lequel

5 000 (1,09)" = 10 000.

En divisant chaque membre de I’équation par 5 000,

10—g2 =8,04.
log1,09
A ce taux, le capital aura doublé dans huit ans.

(1,09)” = 2, dOIlC n= 10g1,09 2 =

PROPRIETES

Exposants et logarithmes

Pour tout m,netp e N etpourtoutbetae R tel que:
M=>b"et N=>b", alors

Propriétés des exposants Equivalent logarithmique

ﬂ:b_:bm—” logbﬂzm—nzlong—long
N D" N

NP = (b = b = P

log,MN =m + n =log,M + log,N

log,N? = pn = p log,N
=1 log,1=0

b' =b log,b =1

Equation logarithmique

Une équation logarithmique est une équation qui comporte le loga-
rithme d’une inconnue. Pour résoudre une telle équation, on se sert de
I’équivalence

log,N = n si et seulement si b" = N.

REMARQUE

L’équation exponentielle N = b* est

équivalente a 1’équation logarithmique
x= logb N,

Autrement dit,

N = D" si et seulement si x = log,N.

Cette équivalence sert a exprimer une
équation exponentielle sous forme
logarithmique, et inversement.
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| Un pelil’histoirew

JOHN NAPIER

1550-1617

athématicien et lord écossais, John
M Napier, baron de Merchiston, naquit et

mourut a Merchiston. Préoccupé par les
calculs fastidieux que suppose toute recherche
scientifique, et plus particulierement les calculs
en astronomie, ralentissaient les progres de la
science, Napier consacra ses énergies a I’éla-
boration de méthodes visant a simplifier les
calculs. Il mit au point des réglettes permettant
d’effectuer des multiplications, des divisions et des ex-
tractions de racines assez rapidement. La figure suivante
illustre I'utilisation de ces réglettes pour le calcul du produit
7035 x 384. On place dans le cadre les réglettes dont la
premiére ligne forme le nombre 7 035.

1] 7] of 3] 5
5> (140604
3 24106]04(1
1 12g/0g(14]2
s 13€04[14[2
6 |45|00|18|3
7 46|90]21|3
8 [96|90|24|40
9 [84|90|27|4%6

On additionne ensuite les nombres de la ligne 4 situés sur
une méme diagonale pour obtenir les chiffres du produit
7035 x 4. On a alors :

2;8+0;0+1;2+2;0.
Par conséquent : 7035 x 4 = 28 140.
On procede de la méme fagon pour la ligne 8 et on ob-
tient :

56+0;,0+2;4+4;0.

Par conséquent : 7035 x 8 = 56 280. La ligne 3 donne :

2;,1+0;0+0;9+1;5
Le 9 + 1 donne un report et on obtient :

7035 x 3 = 21 105.

On compléte alors le produit, en addition- Ség :330
nant tous les produits intermédiaires : 2110 5
7035 x 384 = 2 701 440. 2 701 440

Les réglettes de Napier permettaient également
d’effectuer des divisions et d’extraire des racines.
Elles furent utilisées pendant plus d’un siecle en
Ecosse. En 1614, Napier fit paraitre un traité Mirifici
logarithmorum canonis descriptio (Description de
¥ /a regle admirable des logarithmes) ou il décrit son
systeme de logarithmes. Il y indique que deux idées
! 'ont amene a I'invention des logarithmes, la premiere
“ étant a relation entre une progression arithmétique
et une progression géométrique. Cette relation avait été
étudiée par Michaél Stifel, qui n’avait cependant pas calculé
des correspondances suffisamment denses pour en tirer
vraiment parti.

En comparant la progression arithmétique et la progression
géométrique du tableau donné en bas de page, on constate
que pour effectuer le produit 32 x 256, il suffit de faire la
somme des exposants qui sont les termes correspondants
de la progression arithmétique associée.

32 x 256 = 25 x 28 = 213,

Le terme correspondant a 13 dans la progression géomé-
trique est 8 192, c’est le résultat de la multiplication. En
appliquant les propriétés des exposants, on peut également
effectuer des divisions, élever a une puissance et extraire
des racines. Ainsi,

15
32768 _2" 6 _g,
512 29

328 = (25)3 =2'%-32 768

¥32 768 = (32 768)"° = (215)1/ ° o155 _p8 g

Stifel ne pensa pas a remplir de nombres tous les inter-
valles de la progression géométrique et de chercher leurs
correspondants dans la progression arithmétique. Il aurait
pu découvrir les logarithmes mais, c’est Napier qui les
inventa en 1614.

La deuxiéme idée qui inspira la notion de logarithme a Napier
est celle des points mouvants. Il considéra un segment de
droite AB et une demi-droite HF, ainsi que deux points C
et E qui partent simultanément de A et, H avec la méme
vitesse initiale en direction de B et de F respectivement.

COMPARAISON DE PROGRESSIONS ARITHMETIQUE ET GEOMETRIQUE

Arithmétique 4 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14 15

21 22 28 24 25 26 27

28 29 210 211 212 213 214 215

Géométrique 2 4 8 16 32 64

128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384 32768 . . .



A % Y B
C

H E L
X v

Il posa que la vitesse en C est a la vitesse en A comme la
distance y est a la distance AB,

Ve _ Y

vV, AB
Selon Napier, si le point H se déplace a vitesse constante,
alors la longueur x est le logarithme de y, c’est-a-dire :
x est le logarithme népérien de y.

Pour éviter d’avoir a effectuer de nombreux calculs sur des
fractions, Napier, dont le nom fut francisé en Néper, choisit
de prendre 107 comme longueur de AB. En supposant que
la vitesse initiale est également 107 et en ayant recours au
calcul différentiel et intégral, on obtient

ay ay
VA=—"F— — —
c= "4 © % at.

Le point C a alors une vitesse v, dont la grandeur est égale
a la distance y. Par intégration, on obtient :

Iny =-t+ 107

HENRY BRIGGS
1561-1630

et admirateur de John Napier que revient le mérite

d’avoir fait accepte les logarithmes par la commu-
nauté scientifique de I'’époque. A la suite de rencontres, les
deux savants en vinrent a la conclusion que le logarithme
de 1 doit étre 0 et que le logarithme de 10 doit étre 1, ce
qui constituait une étape décisive de la notion de base de
logarithme et de la création des logarithmes de base 10.
Briggs construisit la premiéere table de logarithmes de base
10. En 1617, année de la mort de Napier, il publia Logarith-
morum chilias prima ou il donne les logarithmes de 1 a 1 000
avec une précision de 14 décimales. C’est en 1624, dans
Arithmetica logarithmica, qu’il présenta pour la premiere
fois les concepts de mantisse et de caractéristique, qui
permettent de simplifier la construction et I'utilisation des
tables de logarithmes.

C ’est a Henry Briggs, professeur de géométrie a Oxford

Lidée sous-jacente a I'emploi de la mantisse et de la carac-
téristique est que tout nombre s’exprime comme le produit
d’un nombre compris entre 1 et 10 et d’une puissance de
10. Ainsi, le nombre 152 s’écrit 1,52 x 102. En appliquant
les propriétés des logarithmes, au logarithme de base 10

Fonctions exponentielles et logarithmes

puisque la constante d’intégration est la vitesse initiale, soit
107. Le point E se déplace a une vitesse constante, donc
proportionnelle au temps t, et la représentation graphique
de la vitesse de C en fonction du temps est la suivante.

<

Vitesse de C,
numériquement
ale a la distance y

>
3 o

. t
D Vitesse constante de E,
proportionnelle au temps

Un deuxieme traité de Napier, intitulé Mirifici logarithmorum
canonis constructio, fut édité a titre posthume en 1619.

Napier était contemporain de Galilée (1564-1642) et de
Johannes Kepler (1571-1630), dont les travaux ont porté en
grande partie sur le systeme planétaire. Kepler construisit et
édita lui-méme des tables de logarithmes grace auxquelles
il établit les trois lois qui portent son nom. Cette décou-
verte débuta par I'étude de l'orbite de la planete Mars et
nécessita 17 ans de travail et de calculs.

de 152, on obtient

log 152 = log(1,52 x 109
= log 1,52 + log 102
= log 1,52 + 2.
Or, log 1,52 = 0,1818435... On a donc :

log 152 = 2,1818435...

On obtient de la méme facon le logarithme du nombre
15 200,

log 15 200 = log(1,52 x 10%)

= log 1,52 + log 104

= 4,1818435...
Dans ces logarithmes, la partie entiere caractérise les nom-
bres, d’ou le terme de caractéristique. La partie décimale
du logarithme, soit log 1,52, est la mantisse. Cette derniére
est identique pour 152 et 15 200, mais les caractéristiques
sont différentes. Il suffit donc de connaitre le logarithme de
base 10 des nombres compris entre 1 et 10 pour pouvoir
calculer le logarithme de tout nombre réel, ce qui était tres
intéressant avant I'invention de la calculatrice.
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| Un pelﬂ’histoirew

LEONHARD EULER

1707-1783

une école qui n'offrait que 'enseignement élémen-

taire. Son pére l'initia aux mathématiques élémen-
taires. A 13 ans, il entreprit des études en philosophie
et en droit a I'Université de Bale et obtint un diplome
de philosophie & 16 ans. Son pére, souhaitant le voir '
devenir pasteur, le poussa vers des études de théolo-
gie. Les cours de I’éminent mathématicien Jean Ber-
noulli (1667-1748), un ami de son peére, transformerent
la vie d’Euler. Remarquant le talent pour les mathé-
matiques de son éleve, Bernoulli I'encouraga a poursuivre
dans cette discipline.

I ssu d’une famille modeste, Euler fréquenta d’abord

Al’époque, il était presqu’impossible en Suisse de faire une
carriere en sciences. Heureusement, en 1727, a I'age de 20
ans, sur la recommandation de Daniel (1700-1782) et de
Nicolas Bernoulli (1687-1759), il fut appelé a Saint-Péters-
bourg par Catherine Il, impératrice de Russie. Il devint alors
membre de ’Académie des sciences de Saint-Pétersbourg.
Il fut médecin militaire dans la marine russe de 1727 a 1730,
puis professeur de physique a I’Académie a compter de
1730. En 1733, il succéda a Daniel Bernoulli a la chaire
de mathématiques et, a partir de 1740, il fut également
responsable de la section de géographie.

En 1741, il devint membre de ’Académie des sciences de
Berlin a l'invitation du roi de Prusse Frédéric Il, qui voulait
réorganiser ette institution.

A la demande de Frédéric, il donna des lecons a la princesse
Sophie Charlotte von Brandebourg-Schwedt, la fille d’un
cousin du roi alors agée de 15 ans. Cet enseignement en
francgais, qui était la langue utilisée a la cour de Frédéric,
durerent jusqu’a la Guerre de Sept ans, qui forgat Frédéric
a fuir la capitale. Euler, resté a Berlin, poursuivit ses legcons
en correspondant avec la princesse. |l rédigea en tout , entre
1760 et 1762, 234 lettres qui furent publiées en trois volu-
mes sous le titre Letires a une princesse d’Allemagne. Elles
constituent un important ouvrage de vulgarisation scienti-
fique car Euler, prit garde que leur lecture ne nécessitent
aucune connaissances préalables. Lauteur y aborde divers
sujets : I'optique, la gravitation universelle, la philosophie,
la logique, la liberté des étres intelligents, le syllogisme, la
latitude, la longitude, les éclipses, le magnétisme et la ré-
fraction de la lumiere. Euler demeura 25 ans a Berlin avant
de retourner a Saint-Petersbourg, en 1766, apres une dispute
avec Frédeéric le Grand sur la liberté académique.

Au début de la trentaine, Euler avait perdu l'usage de I'ceil
droit. Peu aprés son retour en Russie, il devint presque
complétement aveugle apres une opération de la cataracte.
Malgré ce handicap, il poursuivit ses recherches. Soutenu
par une mémoire phénoménale, il dictait ses textes a ses
fils ou a son valet, en ayant toujours le souci de la clarté

dans ses écrits. La moitié de son ceuvre,
qui aborde toutes les branches des mathé-
matiques, fut rédigée apres 1765. Auteur de
900 travaux, mémoires et livres sur le calcul
différentiel, les mathématiques analytiques,
I’algebre, la mécanique, I’hydrodynamique,
I’'astronomie et I'optique, Euler mourut a
Saint-Pétersbourg en 1783.

Nombre d'Euler
Le nombre d’Euler est défini par

. 1
e=Ilmf1+— | .
m—>co m

Sous cette forme, il a des applications en gestion.
Dans le calcul des intéréts, la relation
1+r=0+jmm

donne le taux réel r correspondant a un taux nominal si les
intéréts se capitalisent m fois par année. Plus la période de
capitalisation est courte, plus m est grand. A la limite, lorsque
m tend vers l'infini, 'intérét est dit continu. On a alors

lim [1+L\I" =el.
M—eo m

Dong, si la capitalisation se fait de fagon continue, on a:
1+r=¢6etj=In(1+1)

et le taux d’intérét continu; équivalent au taux réel r est
j=1In(1 + r). En pratique, un intérét quotidien est considéré
comme un intérét capitalisé de fagon continue.

Dans ses publications, Euler a employa différentes notations
qui sont aujourd’hui d’'usage courant :

e f(x) pour désigner I'image d’un nombre x par une fonc-
tion f;

e j pour désigner la racine carrée de —1 dans I’étude des
nombres complexes;
e pour désigner la base du logarithme naturel;
7 pour désigner le rapport de la circonférence du cercle
a son diametre;

« X pour représenter de fagon succincte une somme de
termes.

Considéré comme le mathématicien le plus prolifique de

tous les temps, Leonhard Euler domina les mathématiques

du XVIII® siécle et contribua tres largement a I’élaboration

du calcul différentiel et intégral
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EXEMPLE(GKNR]

Trouver un nombre x tel que log,(x —2) + log,(x + 6) = 7.

M Solution
En vertu de la propriété log,M + log,N = log,MN, on peut €crire
log,[(x —2)(x + 6)] =7
et selon I’équivalence log,N = n si et seulement si b" = N, on a
(x=2)x +6) =27
x%+4x — 12 = 128
x% + 4x — 140 = 0.
En décomposant le trindbme en facteurs, on obtient
x+ 14)(x-10) =0.

En vertu de I'intégrité des nombres réels, ce produit s’annule si x = —14
ou x = 10. En substituant —14 a x dans ’équation initiale, on a

log,(-16) + log,(-8) = 7.
Or, le logarithme d’un nombre négatif n’est pas défini de sorte que —14

n’est pas une solution. En substituant 10 a x dans I’équation initiale, on
obtient

log,(8) + log,(16) = 7.
Or, log,(8) = 3 et log,(16) = 4. Ainsi, I'€galit€ est vérifice et 10 est la
solution recherchée.

REMARQUE

Pour utiliser I’équivalence qui permet
d’écrire une équation logarithmique
sous forme exponentielle, il faut que
I’équation ne comporte qu'une seule
expression logarithmique. L'équiva-
lence ne s’applique donc pas a une
somme ou une différence d’expres-
sions logarithmiques. Il faut parfois
employer les propriétés des logarith-
mes pour regrouper les termes, ce
qui peut avoir pour effet d’introduire
des solutions étrangeres. Il faut donc,
apres avoir résolu ’équation, vérifier
si les valeurs obtenues sont bien des
solutions de I’équation de départ.

REMARQUE

L'intégrité des nombres réels signi-
fie que le produit de deux facteurs est]
nul si et seulement si I'un des facteurs
est nul.

Fonction logarithmique

On obtient la fonction inverse d’une fonction exponentielle de la forme
f(x) = b* en isolant la variable indépendante. Puisque f(x) représente la va-
leur de la variable dépendante y, on a

y=>"

Par définition, x = log,y. En interchangeant les symboles des variables, on
obtient y = log,x. Ainsi, la fonction inverse de f(x) = b* est

S) =log,x.
Pour tracer le graphique de la fonction inverse, on applique la propriété de
symétrie par rapport a la droite d’équation y = x.
La fonction logarithmique de base 10 est simplement notée

fx) =log x

et la fonction logarithmique de base e est notée f(x) = In x.

Fonction logarithmique

Soit b, un nombre réel tel que b > 0 et b # 1. On appelle fonction
logarithmique de base b toute fonction définie par une équation de
la forme :

S =alog,x +c,

ou b est la base de la fonction logarithmique, et a et ¢ sont des constan-
tes.

Sy Y=

=
_y/ ,’ﬂb_x
X

7
.
.
.
.

b>1
Fonction inverse de y = b*

. y=-log,x
0<bh<l1
Fonction inverse de y = b™
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EXEMPLE[GKK)

Une entreprise fabrique des plaques dans un matériau dont le coefficient
d’absorption des rayons X est de 2, c’est-a-dire que
I(x) =1, e X

ol I'épaisseur x est mesuré en millimeétres.

a) On désire mesurer avec précision ’épaisseur des plaques en se servant
de rayons X. Déterminer la fonction permettant de calculer I’épaisseur
d’une plaque quand on connait Iintensité du faisceau de rayons X
ayant traversé la plaque.

b) Si I'intensité du faisceau incident est de 10 unités, quelle est I'épaisseur
d’une plaque qui laisse filtrer un faisceau de 3 unités.

c¢) Construire un tableau de valeurs permettant de déterminer I’épaisseur
d’une plaque en fonction de l'intensité du faisceau de rayons X a la
sortie, en supposant toujours que 1, = 10.

L Solution

a) On obtient la fonction recherchée en isolant x dans I = [, e2*. En
prenant le logarithme de chaque membre de ’équation, on a :

In/=Inl, @

In I = In I+ In ¢ 2* Propriété du logarithme d’un produit.

In I = In [, - 2x Définition de logarithme.
2x=Inl,-1Inl

1 1
x== ln(Toj Propriété du logarithme d’un quotient.

) Iy
La fonction recherchée est donc X(I)= 5 In 7

b) Lintensité du faisceau incident étant de 10 unités, I’épaisseur d’une
plaque qui laisse filtrer un faisceau de 3 unités est

x(3)=lln L) =0,60 mm.
2 3

¢) Un tableau de valeurs correspondantes est donné ci-contre.

1|

X mm

Absorption de rayons X

Intensité Epaisseur
alasortic = en millimetres

10
9

— N WA WU X

0
0,05
0,11
0,18
0,26
0,35
0,46
0,60
0,80
1,15

Parameétres d’une fonction exponentielle

Lorsqu’on sait qu’une situation est descriptible par une fonction exponen-
tielle, mais que I'on ne connait pas les parametres, il faut les calculer en se
servant de la forme du modele et des données du probleme. Les parametres
d’une fonction exponentielle de la forme f(x) = ab* sont a, I'image de 0 (soit
la valeur initiale lorsque la variable indépendante est le temps), et la base
b de la fonction. Ainsi, on peut représenter un phénomene démographique
par :

P(n) = Py(1 +i)".
La valeur initiale est alors la population initiale et la base est b =1 +r. Les

parameétres a déterminer pour obtenir la fonction sont donc la population
initiale P et le taux d’augmentation ou de diminution r.
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EXEMPLE[KE])

La municipalité de banlieue pour laquelle vous travaillez est en pleine
expansion. La population, qui est actuellement de 17 500 personnes a
un taux de croissance de 5,2 % par année.

a) Le service d’'urbanisme de la municipalité doit prévoir la population
au cours des cinq prochaines années. Quelle fonction permet ces
prévisions et quelle sera la population dans cinq ans? Exprimer la
fonction en base e.

b) Durant la présentation des résultats de I’étude, 'économiste de la mu-
nicipalité a contesté les conclusions en alléguant que le ralentissement
économique influera sur I'expansion de la municipalité. Il prétend que
le taux de croissance annuel sera plutét de 2,4 % par année au cours
des cinq prochaines années. Si on tient compte de cette information,
quelle fonction décrit la population pour les prochaines années et
quelle sera la population dans cinq ans?

M Solution
a) Soit P la population de la municipalité. La fonction recherchée est de
la forme :
P(t) = P, (1,052)
ou 7 est le nombre d’années et P, est la population initiale. On a
P(@) =17 500 (1,052)
et P(5) =17 500 (1,052)> = 22 548.
Puisque 1,052 = el 1052 = £0.050693 "o peut écrire :
P(1) =17 500 %0507
b) Dans ces conditions, la fonction est :
P(t) =17 500 (1,024)" = 17 500 20237
et P(5) =17 500 %9237 %5 = 19 703.

Décibel

On a réalisé de nombreuses recherches pour tenter de déterminer les ef-
fets de la variation et de I'intensité d’un stimulus sonore sur les sens. On a
constaté que si I'on double I'intensité d’un son, par exemple, le son percu
ne double pas, c’est-a-dire que la réponse n’est pas proportionnelle au sti-
mulus. On s’est en fait rendu compte que la sensation acoustique est ap-
proximativement proportionnelle au logarithme de I'intensité du son. Il a
donc fallu déterminer une unité de mesure de I'intensité des sons basée sur
le logarithme. On a d’abord choisi le « bel », ainsi nommé en I’honneur de
Graham Bell, mais cette unité est trop petite et, dans la majorité des cas,
le nombre de bels est un nombre fractionnaire. C’est pourquoi on utilise
plutét le « décibel ».

Le décibel sert également a mesurer le rapport entre la puissance a I’entrée
et la puissance a la sortie d’'une composante électronique. Ce rapport, ap-
pelé gain est définit par

g(P) =10 log (P /P,) décibels,
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&Py
Si P > P, alors g(P,) > 0.

s

(Py; 0) P

N

Si P < P, alors g(P,) <0.

REMARQUE

Il est important de préciser que le
décibel n’est pas une quantité abso-
lue. 11 représente essentiellement une
variation de la puissance relativement
a une puissance de référence. Si on
modifie la puissance de référence,

le nombre de décibels change aussi.
Donner la puissance a la sortie en
nombre de décibels n’a aucun sens

si on ne précise pas la puissance a
I’entrée. Il y a des puissances de ré-
férence standard dans I'industrie. La
puissance de référence pour l'oreille
humaine est 10710 W.

ou P est la puissance a la sortie, P, la puissance a I'entrée ou puissance
initiale (c’est la puissance servant de référence) et log le logarithme de
base 10.

La représentation graphique de la fonction g permet de voir certaines ca-
ractéristiques du gain. Si la puissance a la sortie est plus grande que la
puissance a l'entrée, le gain est positif; dans le cas contraire le gain est
négatif. Le graphique d’un gain en décibels est généralement tracé dans un
repere dont I'un des axes est gradué a I'aide d’une échelle logarithmique.

EXEMPLE[FEL)

Une puissance de 5 mW est nécessaire pour alimenter un amplificateur
dont la puissance a la sortie est de 40 mW.

a) Quel est le gain exprimé en décibels ?
b) Quel serait le gain si la puissance a la sortie était de 20 mW ?

M Solution

a) La puissance a I'entrée est P, = 5 mW et la puissance a la sortie est
P =40 mW. Par conséquent, la fonction est :
g(P) = 10 log(P/5).
Donc
g(@0) = 10 log (40/5) = 10 log 8 = 10 x 0,903 = 9,03 dB.
b) g(20) = 10 log (20/5) = 10 log 4 = 10 x 0,602 = 6,02 dB.

| Un pe‘il’histoirew

1847-1922

ALEXANDER GRAHAM BELL

Ecosse, et étudia aux universités d'Edimbourg

et de Londres. Il était le fils d’'un éducateur
écossais, Alexander Melville Bell qui créa un langage |
pour les sourds-muets, appelé « parole visible »,
dans lequel on utilise les lévres, la langue et la
gorge pour l'articulation du son. D’abord attiré par
la musique, Bell s’en détourna, probablement touché
par les problémes de surdité dont souffrait sa mere,
pour s’initier a la phonétique, suivant ainsi les traces de son
pere. Apres ses études a Londres, il s’établit au Canada en
1870, puis aux Etats-Unis d’Amérique un an plus tard, ou il
fonda en 1872 une école pour malentendants,qui fut par la
suite rattachée a I'université de Boston. Il y enseigna avec
succes la méthode élaborée par son pére.

Q lexander Graham Bell naqui a Edimbourgh, en

A la méme époque, il entreprit des travaux qui devaient le
mener a I'invention du téléphone. Dés 1874, il avait acquis

la conviction qu’il est possible de transformer les
ondes sonores en impulsions électriques. Avec
I’aide de son assistant, Thomas Watson, il y parvint
en 1876. Lors des tests effectués en laboratoire,
la premiere phrase, en anglais, transmise par télé-
phone fut « Watson, venez ici, j'ai besoin de vous !»,
A croire qu'il s’agissait de Sherlock Holmes !

@ Linvention connut rapidement un succes retentis-
sant qui aboutit, en 1877, a la création de la compagnie de
téléphone Bell.

La fortune aidant, Bell se tourna alors vers d’autres champs
d’expérimentation, jetant les bases du gramophone et s’inté-
ressant a I'aviation et aux transports nautiques. Il participa,
avec son beau-pére alacréation de la « National Geographic
Society », dont il fut le président de 1897 a 1903.
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m Exercices I;x—?a 2 -1 0 1 2 3

1. Résoudre les équations suivantes en appliquant les

c¢) Représenter graphiquement la fonction en utili-
régles d’utilisation des exposants :

sant les valeurs calculées en b).

9x+l
a) 102 x 1002 =10  d) -5—=27° )= 2
83 25" x5 257 8
42116 125° 5 6
x A
c) 491'2”—L2 nZ _i6 -
343 4% 5
2. Soit la fonction définie par la régle de correspon- 3 2 ] P 3 | x

dance i)
Sfix) =2~ 1
a) Donner le domaine et le codomaine de cette ~
fonction. ~6
b) Calculer les correspondances requises pour 8

compléter le tableau suivant.

x 3 2 -1 0 1 2 3

X
: 4. Représenter graphiquement les réciproques des
couples donnés dans les graphiques suivants et
utiliser les points obtenus pour esquisser le graphi-
que de la relation réciproque. Indiquer le domaine

c¢) Représenter graphiquement la fonction en utili-
sant les valeurs calculées en b).

fix)=2* . . . .,
et le codomaine de cette relation, dire si ¢’est une
8 fonction, si oui, en donner la régle de correspon-
dance.
6 a) f(x) = b*
4
Sx) » =X
2 |
/
-3 -2 -1 1 ) 3 | x
L /
__4 4
. fx)y =0
I o
.3 x

3. Soit la fonction définie par la régle de correspon-

dance
Sy =27
a) Donner le domaine et le codomaine de cette
fonction.

b) Calculer les correspondances requises
pour compléter le tableau suivant.
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b) flx) = b™
1x) p=x
AN v A
Sy = b
X
. Déterminer le domaine des fonctions logarithmi-

ques suivantes.

a) fix) = log,(3x = 8)  ¢) flx) = log;(2x + 7)
b) fix) = 3logs(5 — 2x) d)fix) = 4 - log,(5x — 4)

. Trouver les logarithmes suivants.

a) Logarithme de base 2 de 64

b) Logarithme de base 0,5 de 0,125

¢) Logarithme de base 3 de 1/243

d) Logarithme de base 1/3 de 81

e) log,x dans le cas ou log,(1/x) = 1/4

. Ecrire Iéquation log,(a — x) = ¢ sous forme expo-

nentielle et isoler x.

. Déterminer la valeur de N dans chacune des ex-
pressions suivantes.
a) log,N =3 ¢)2logsN =4
b) log,N = -1
. Trouver les logarithmes suivants.
a) log, Jb b)log,,0,1
Déterminer la valeur de N dans chacune des ex-

pressions suivantes :
a) logeN =0
b) log,N = 1,5

¢) loggN =—1/3

Déterminer la valeur de b dans chacune des ex-
pressions suivantes.
a) log,8 = 3/4

c)log,81=4
b) log, 3 = 1/4

d)log,0,125=-3

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

Déterminer la valeur de N dans chacune des ex-
pressions suivantes.

a) log;(1/log;N)=1  b)log, (log,N) =0

Trouver les logarithmes demandés.
a) log,32 b) log,(1/243)

Exprimer les nombres suivants sous la forme d’une
puissance de 10.

a) 54,5 b)1,2

Trouver un nombre réel x tel que :
a) 10%=0,7 c)10* (10" -8) =0
b)2logx-5=0 d) 103 =25

Exprimer les nombres suivants en base e.
a) 27,23 b)0,78

Trouver une valeur de x telle que :

a) ¢ =0,65 ¢)2Inx-3=0

b) In x =-0,27 de*(e*-2)=0
Résoudre les équations exponentielles suivantes.
a) 4°=22 ¢)2*=100

b) 5* =34 d)1,5°=42

Résoudre les équations suivantes.

a)62—3x:42x+1 b)83—x:52x+3

Déterminer le logarithme demandé.

a) Sachant que log,x = 6, calculer logbxz.

b) Sachant que log,bx =7, calculer log,x.
¢) Sachant que log,bx = 5, calculer logbx2.

Résoudre les équations logarithmiques suivantes.
a) log,(x -5) =3 ¢)log,,(3x - 1) =-3

2
b)logs2x+ 1)=2  d) 1og3(x +2] =1

x+4

Exprimer les logarithmes suivants en fonction de
logarithmes des composantes.

a) logb(a’ﬁ)

own(

Reformuler les définitions des fonctions suivantes
a I’aide du logarithme de base 10.
a)y=5Inx+2 c) T =2,5log B+ 1,34
b) N = 3log,r + 4.8

vn®

¢) In _Tm

Déterminer la valeur de x pour laquelle y = 500
dans la relation y = 10(1/3)".
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Un sel radioactif se désintégre de telle sorte que
la quantité présente apres ¢ années est décrite par
le mode¢le
O(1) = 0,(0,98)
a) Combien de temps met la quantité initiale a
diminuer du quart? des trois quarts ?
b) Déterminer la demi-vie du sel radioactif.

Le radium A se désintégre a une vitesse telle qu’a la
fin de chaque minute il ne reste que les 8/10 de la
quantité initiale. Déterminer la demi-vie du radium
A sachant que la demi-vie d’un élément radioactif
est le temps nécessaire pour que la moitié de la
quantité initiale se désintegre.

Résoudre 1’équation

5 7 2
log x=1log | = [+log | — |-log | =
SN ENIN )

Simplifier les expressions suivantes.
c) loga(xz— 1)—log, (x+1)
d)log,(a>/x) + log x?

a) logax3 - log,x
b) log x* — log,2x

Calculer la valeur de x a I’aide des propriétés des
logarithmes.

a) log,x + log,(x —3) =2

b) log;(x + 2) — logy(x —2) =2

¢) 2 loggx —logs8x =0

d) 2 logy,x —log,(x -—2) =3

Dans un examen, a la question « Résoudre 1’équa-
tion 2* = 12 », un étudiant a donné la solution
suivante.

2%=12
log 2*=log 12
xlog 2=1log 12
logl2 12
X=—"-=—=
log2 2
Relever I’erreur qu’il a commise et corriger la
solution.

Dans un examen, a la question « Ecrire I’expression
log x + log 4x = 2 sous forme exponentielle», un
étudiant a répondu :

log x + logdx =2

log 5x =2
5x = 102
5x =100
x =20

Relever I’erreur qu’il a commise et corriger la
solution.

32.

33.

34.

35.

Fonctions exponentielles et logarithmes

Dans un examen, a la question « Résoudre I’équa-
tion log x = 3 log 2 », un étudiant a répondu :
log x=3log 2
x=6
Relever I’erreur qu’il a commise et corriger la
solution.

Dans un examen, a la question « Résoudre I’équa-
tion log x — log 2 = 1 », un étudiant a répondu :
logx— log2=1

loglx-2)=1
x—2=10!
x=12

Relever I’erreur qu’il a commise et corriger la
solution.

L’intensité d’un faisceau de rayons X a la sortie
d’une plaque de x mm d’épaisseur est donnée par
la regle de correspondance I(x) = [, e~ ke ou I, est
I’intensité du faisceau a I’entrée, I I’intensité a la
sortie et k une constante linéaire d’absorption qui
dépend du matériau constituant la plaque.

a) Calculer la valeur de k, dans le cas ot une plaque
de 5 mm d’épaisseur absorbe les deux tiers du
faisceau.

b) Esquisser le graphique de la fonction.

¢) On veut utiliser les rayons X pour mesurer
I’épaisseur en mm de plaques formée du méme
matériau. Déterminer la fonction qui permet
de calculer I’épaisseur x selon I’intensité du
faisceau a la sortie. Esquisser le graphique de
la fonction.

d) Sachant que I’intensit¢ initiale est I, = 10,
compléter le tableau de spécifications indiquant
I’épaisseur des plaques en fonction de I’intensité
du faisceau a la sortie.

l1108642
()

Selon la loi de Halley, la pression atmosphérique p
en pouces de mercure dépend de 1’altitude mesu-
rée a partir du niveau de la mer, et elle est décrite
par

p(h) =29,92 ¢~ "5 ou h est altitude en milles.

a) Quelle est la lecture du baromeétre au niveau de
la mer?

b) La pression au niveau de lamerestde 101,32 kPa.
Trouver I’équivalent en kilopascals de un pouce
de mercure.
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Chapitre 6

c¢) Calculer la pression en pouces de mercure
et en kilopascals a une altitude de 2 640 pi.
(1 mi =5 280 pi)

d) A quelle altitude le barométre indiquera-t-il une
pression de 22,12 po de Hg?

Le gain en décibel d’un systémes de sonorisation,
est donné par

g(P) =10 log (P/P,) décibels
ou P est la puissance a la sortie et P, est la puis-
sance a l’entrée, ou puissance initiale (c’est la
puissance servant de référence).

a) Sachant que la puissance de référence la plus
utilisée dans I’industrie du téléphone est de
1 mW, trouver la fonction permettant de spé-
cifier les qualités d’amplification des systemes
téléphoniques.

b) Quelle est la puissance a la sortie correspondant
a une amplification de 15 dB ? de 20 dB ?

¢) Quel est le gain en décibels d’un systéme dont
la puissance a la sortie est de 20 mW ? de
40 mW ?

La puissance de référence de plusieurs récepteurs

radios est de 0,006 W (ou 6 mW).

a) Quelle est la fonction permettant de spécifier
les qualités d’amplification de ces récepteurs
radios ?

b) Quel est le gain en décibels d’un systéme dont
la puissance de sortie est de 4 mW? de 10 W ?
de 60 W ?

¢) Quelle est la puissance de sortie correspondant
a une amplification de 12 dB? de 20 dB?

L’oreille humaine est capable de percevoir les sons

d’une puissance de 107 W ou plus.

a) Quelle est la fonction qui décrit I’intensité d’un
son en décibels ?

b) Quelle est I'intensité d’un son dont la puissance
est de 50 W ?

¢) Quelle est la puissance en watts d’un son dont
I’intensité est de 350 dB ?

Une compagnie veut fabri-
quer des abats-jours dans un
nouveau matériau. L intensité
de la lumiére que le matériau
laisse filtrer diminue lorsque
celui-ci est soumis a une
tension électrique contro-
lée par un rhéostat. L’intensité du faisceau que

40.

41.

42.

laisse filtrer un abat-jour est donnée par le modele
I(x) = I, e ou I, est I'intensité a I’entrée, I est
I’intensité a la sortie et k est une constante linéaire
d’absorption qui dépend du matériau. Le rhéostat
est gradué de 0 V a 10 V. Lorsque la tension est
nulle, le matériau est tout a fait translucide et si
elle est de 2 V, le matériau absorbe 35% de la
luminosité.

a) Déterminer un modele permettant de calculer la
tension a appliquer selon la luminosité souhai-
tée.

b) Utiliser le modele pour calculer la tension a
appliquer pour que 1’absorption soit de 70%.

L’entreprise qui vous emploie achéte un ordina-
teur dont le taux de dépréciation est de 30 % par
année.

a) Construire un modele mathématique décrivant la
valeur de I’ordinateur en fonction du temps .
b) Calculer la valeur de revente de I’ordinateur

dans 4 ans.
c¢) Calculer a quel moment la valeur de I’ordinateur
aura diminué de moitié.

On a mis au point un nouveau matériau pour
I’insonorisation des murs des édifices. Il est pos-
sible d’installer des panneaux avant la pose du
placoplatre ou de souffler des granules dans les
murs d’édifices déja existants. Selon la publicité,
I’intensité sonore des bruits est réduite de 40 %
pour chaque centimetre d’épaisseur dans le cas des
panneaux et de 20 % par centimétre dans le cas
des granules.

a) Construire un modele mathématique décrivant
la relation entre I’intensité du bruit d’un c6té et
de I’autre d’un panneau insonorisant.

b) En supposant que 1’on installe des panneaux de
chaque c6té d’un mur, quelle épaisseur doivent-
ils avoir pour que 1’absorption soit supérieure a
90% ?

Une compagnie de construction achéte une rétroca-
veuse ayant deux ans d’usage au cott de 84 700 $.
La dépréciation sur une telle machinerie est de
17 % par année.

a) Construire un modele mathématique décrivant
la valeur de I’équipement depuis 1’achat par le
premier propriétaire.

b) Calculer la valeur de revente cinq ans plus
tard.



