Pierre de Fermat a développé une méthode pour déterminer les « va-
leurs extrémes » d'une fonction dont le déroulement est assez pro-
che de la méthode moderne pour déterminer la fonction dérivée. Seu-
le ombre au tableau, le passage a la limite lorsque h tend vers O n'est
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pas justifié.
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Au voisinage d'un maximum ou
d'un minimum, f{x+ h) = Ax).
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Valeurs extrémes d'une fonction
Parmi les contributions de Fermat au dé-
veloppement du calcul, on remarque une
méthode pour déterminer les valeurs ex-
trémes d'une fonction. Par valeurs extré-
mes, Fermat désignait les maxima et mi-
nima d'une fonction. Sa méthode res-
semble beaucoup a la méthode moderne
pour déterminer la dérivée d'une fonc-
tion.

Dans sa démarche de représentation gra-
phique d'une équation, Fermat constate
qu'au voisinage d'une valeur extréme la
valeur de la variable dépendante est a
peu pres constante si on fait varier lége-
rement la variable indépendante. Il dé-
veloppe alors une démarche pour déter-
miner les valeurs de la variable indépen-
dante au voisinage desquelles la variable
dépendante est a peu prés constante.
Pour faciliter la compréhension, nous
présentons cette méthode en utilisant
les notations actuelles, plutdt que les
notations de Viete (Francois, 1540-1603)
qui étaient utilisées par Fermat.

1. Normalement, les valeurs de fix+ h) et flx)
dans une partie quelconque de la courbe sont
différentes. Mais au voisinage d'un maximum
ou d'un minimum la différence sera imper-
ceptible si h est suffisamment proche de Q).

La méthode de Fermat pour trouver les
maxima et minima d'une fonction f(x)
peut étre décrite comme suit :

*  considérer une variable h dont la va-
leur est petite comparativement a la
valeur de x au voisinage d'une valeur
optimale' et évaluer fix+ h);
égaler flx+ h) a fix);

e ¢liminer les termes qui se simpli-
fient;

e diviser les deux membres de I'équa-
tion par h;

® poser h = 0 dans I'expression ob-
tenue et isoler la variable indépen-
dante pour connaitre |'abscisse des
points extrémes.

Application de la méthode
Utilisons cette méthode pour trouver la
valeur optimale de la fonction définie
par flx) = x* - 5x.

fx)=x* —5x
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En évaluant f{x+ h), on obtient :
y=(x+ h)?-5(x+h)
=x2+ 2xh+ h?> - 5x - 5h
En posant flx) = filx+ h),on a :
X2+ 2xh+ h?- 5x - 5h = x% - 5x
d'ou, en simplifiant :
2xh+ h?-5h =0.

En divisant les deux membres de I'¢qua-
tion par h, on obtient :

2X+h-5=0.
En posant h = 0, on trouve 2x- 5 =0
d'ou x= 5/2. La fonction a donc une va-
leur optimale & x = 5/22.
Une fonction cubique
Considérons un autre exemple :

fix) = - 4x°
En évaluant f{x + h), on obtient :
y=(x+ h)3 - 4(x+ h)?

=x3+3x2h+3xh%+ h® - 4x2 - 8xh-4h?
En posant flx) = fix+ h) et en simplifiant
3x2h+3xh?+ h®-8xh-4h? = 0.
En divisant les deux membres de I'¢qua-
tion par h, on obtient :
3x2+3xh+ h?-8x-4h = 0.

En posant h =0, on trouve

3x2-8x =0,
soit x(3x-8) =0 d'ol x=0et x= 8/3.
La fonction a donc des valeurs optimales
ax=0etx=28/3.
En calculant I'image des valeurs de x, on
peut les représenter graphiquement.

(0; 0

(8/3; -256/27)

On remarque que la méthode ne permet
pas de distinguer une valeur maximale
d'une valeur minimale ou d'une valeur
stationnaire dont la tangente est égale-
ment horizontale.

2. On peut facilement vérifier I'exactitude du
résultat puisque le sommet est atteint a
X = -b/2a.
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Dérivée moderne d'une fonction
Comparons la méthode de Fermat a la
méthode moderne pour déterminer la
dérivée d'une fonction.
Dans sa démarche, Fermat construit
d'abord une équation en égalant les ima-
ges de points voisins

fix+ h) = flx).
Cette égalité n'est vraie qu'au voisinage
d'une valeur extréme.
Il regroupe alors les termes du méme
cOté de I'égalité, ce qui donne :

fix+ h) - fix) = 0.

Puis il divise les deux membres de I'¢qua-
tion par h et il obtient :

f(x+h)—f(x)

h

Il pose ensuite h = O, ce qui revient a
évaluer par substitution :

im flx+h)—flx)

h—0 h

La méthode de Fermat contourne sans
justification le probleme de la division
par 0. La méthode souléve donc quel-
ques questions :

Puisque I'intention est de poser
h = 0, peut-on logiquement diviser
les deux membres de I'équation
par h?

Est-ce que cela ne revient pas a
diviser O par 0 ?

Peut-on manipuler des expressions
de la forme 0/0 comme si ces
expressions représentaient
des nombres réels ?

Ces questions sont importantes car elles
portent sur le fondement de la méthode
qui est strictement géométrique.



